EXHIBICION DE CAPULLOS Y FLORES
AMAZONICOS DE LAS PRIMERAS
SEMILLAS DE PENSAMIENTO FORMAL
MATEMATICO SEMBRADAS CON LA
AYUDA DEL ELD EN EL TERRENO DE LA
ZONA DE DESARROLLO PROXIMO

Esta seccion consiste en una exhibicion de pensamiento formal matematico
a nivel de capullos y flores del desarrollo. Las exposiciones de los primeros
24 teoremas y 17 ejercicios son de los nifios Santiago y Daniela Rojas en
sus catorce y doce afios respectivamente; y la mayoria de las exposiciones
restantes, son de estudiantes universitarios de Céalculo | de una licenciatura
en Matematicas y Fisica. Existen los videos de estas exposiciones tal como
se presentan escritas en este capitulo, como la evidencia que soporta todo lo
que se predica del ELD en este libro.

Pensamiento formal matematico a nivel de capullos y flores del desarrollo
significa que aungue las exposiciones son perfectas y muy fluidas, los
expositores no dominan ese pensamiento; en otras palabras, que no pueden
resolver de modo independiente cualquier problema que se les plantee sobre
ese tema debido a que las funciones psicoldgicas para trabajar con esos
objetos abstractos todavia no han madurado. EI hecho de que puedan
reconstruir demostraciones y exponerlas de manera perfecta y muy fluida y
no tengan dominio absoluto de ese pensamiento, significa que ellos no han
alcanzado su desarrollo pleno en esos temas. Es decir que lo que ellos
tienen ahora, con respecto a los temas que exponen, no son los frutos, sino
los capullos y las flores del desarrollo. Ciertamente, ellos han desarrollado
en su interior evolutivo pensamiento formal matematico pero a nivel de
capullos y flores del desarrollo.

En esta exhibicion se podra apreciar con toda claridad y de manera préactica
el papel crucial que desempefia la l16gica matematica en el desarrollo de
lenguaje y pensamiento matematico, y ademas, una manera muy sencilla —
el ELD - para lograr este desarrollo.
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Se ataca en especial y de manera préactica el problema del lenguaje. Una
actividad central con el ELD es la que concierne con el ejercicio de traducir
una proposicién matematica expresada en el lenguaje objeto de la teoria al
lenguaje l6gico matematico y viceversa, del lenguaje 16gico matemaético al
lenguaje objeto de la teoria (o lenguaje formal).

I. UN CONJUNTO DE AXIOMAS PARA EL SISTEMA DE
LOS NUMEROS REALES

AXIOMA 1. LEYES CONMUTATIVAS.
Xty=Yy+X, Xy=YyX
AXIOMA 2. LEYES ASOCIATIVAS.
X+(y+2)=(x+y)+z, x(yz) = (xy)z.
AXIOMA 3. LEY DISTRIBUTIVA.
X(Yy+2) =Xy + Xxz.
AXIOMA 4. EXISTENCIA DE ELEMENTOS IDENTICOS. Existen dos
numeros reales distintos, que denotamos por 0 y 1, tal que para todo numero

real x tenemos X +0=x y 1-x = x.

AXIOMA 5. EXISTENCIA DE NEGATIVOS. Para todo nimero real x
existe un numero real y tal que x+y =0.

AXIOMA 6. EXISTENCIA DE RECIPROCOS. Para todo nimero real
X = 0 existe un nimero real y tal que xy =1.

Nota: Los nimeros O y 1 en los Axiomas 5y 6 son los mismos del
Axioma 4.

De los anteriores axiomas se pueden deducir todas las leyes usuales del
algebra. Las mas importantes de estas leyes se demuestran aqui como
teoremas. En todos estos teoremas los simbolos a, b, ¢, d representan
nameros reales arbitrarios.
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TEOREMA 1.1. LEY CANCELATIVA PARA LA ADICION.
Si a+b=a+c, entonces b =c.

ELD

Demostrar: a+b=a+c= b=c
(1) atb=a+c P
(2) Jy:y+a=0 Ax.5 (3 de negativos)
3) y+t(@+b)=y+(a+c) 1
4) (y+ta)+b=(y+a)+c I 3, Asoc. Ax.
(5) 0 +b=0+c 14,2
(6) 0 +b=b Ax. 4
(7) 0+c =c AX. 4
8) b=c 15,6,7
1(9Ya+b=a+c= b=c CP18

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)Sea a+ b =a + c. (2Por el Axioma 5, existe un nimero y tal que y + a
= 0. 3)Ya que las sumas estan determinadas de manera Unica, tenemos y +
(@+b)=y + (a+c). @ G)Usando la ley asociativa, obtenemos (y + a) +
b=(+a)+c o 0+b=0+c. (6)7)Pero por el Axioma 4 tenemos 0 + b
=by 0+c=c, @@©asiqueb=c.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea a+ b =a + c. Por el Axioma 5, existe un nimero y tal quey + a = 0.
Ya que las sumas son unicas, tenemos y + (a + b) =y + (a + ¢). Usando la
ley asociativa, obtenemos (y+a)+b=(y+a)+c o 0+b =0+ c. Pero
por el Axioma 4, tenemos0+b=b y 0+ c=c,yporlotanto, b =c.

TEOREMA 1.2. POSIBILIDAD DE SUBSTRACCION
Dados a y b, existe exactamente un x tal que a + x = b . Este x se denota

por b —a . En particular, 0 — a se escribe simplemente —a y se llama el
negativo de a .

ELD
Demostrar: Va,b3axl:a+x=b
(1) abeR P
(2) dy:a+y=0 AX.5 (3 de negativos)
3) X=y+Db P
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4) atx=a+(y+bh) 3
(5) at(y+b)=(a+y)+b Asoc. AX.
(6) (@a+y)+b=0+b 2
(7) O+b=b Ax.4 ( elemento idéntico)
(8) a+x=b | 45,6,7
9) Ver que este x es Unico
(20) Ix':a+ x' =b P
(11) a+ x' =a+x 18,10
(12) X' = X [11,Teo. 1.1
0 (13) Va,b3axta+x=b 1,8,12

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

W@@EDadosay b, escogemosytalquea+y=0y seax=y+bh.
@)G)e)7)Entoncesa+x=a+(y+b)=(a+y)+b=0+Db=hb. @Poreso
existe al menos un x tal que a + x = b. (9) (10) 11) (12)Pero por el teorema 1.1
hay a lo mas un tal x. (13)Por lo tanto existe exactamente uno.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Dadosay b, escogemosytalquea+y=0y seax=y+h.
Entoncesa+x=a+ (y+b)=(a+y)+b=0+b=Db. Por eso existe al
menos un X tal que a + x = b. Pero por el teorema I.1 hay a lo mas un tal x.
Por lo tanto existe exactamente uno.

TEOREMA1.3. b—a=b + (- a)

l. ELD
Demostrar: b—a=b+(-a)
(1) abeR P
(2) Xx=b-a P
(3) y= b+ (-a) P
4 probaremos que X =y
(5) X+a=»> 12, Def.deb—a
(6) y+a=[b+(-a)]+a 3
(7) [b+(-a)] +a=b+[(-a) + a] Asoc. AxX.
(8) b+[(-a)+a]=b+0 AX. 5 (3 de negativos)
9) b+0=Db Ax.4
(10) y+a=b 16,7,8,9
(11) X+a=y+a 15,10
(12) X=y 11, Teo.l.1
1 (13) b-a=b+(-a) 12,3,12
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Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

ME)@E)Sean x=b—-a y y= b+ (-a). (4)Deseamos probar que x =Y.
(5)Entonces, por definicion de b —a, se tiene

X+a = b. &)
)M @©)©9) Y
y+a=[b+(-a)+a==b+[(-a)+a]=b+0=h.
(100 sea
y+a=h. (**)

@1)De (*) y (**) se tiene
Xx+a=y+a

(12) 13)y asi, por el Teorema l.1, x=y.@4)Osea b—a=b+(-a).

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sean x=b-a y y= b+ (-a). Deseamos probar que x =y.
Entonces, por definicion de b —a, se tiene

Xx+a =bh. *)
y
y+a=[b+(-a)+a==b+[(-a)+a]=b+0=h.
Es decir
y+a=bh. (**)

De (*) y (**) se tiene
Xx+a=y+a

y asi, por el Teoremal.l, x=y.Osea b-a=b+(-a).

TEOREMA 4. - (—a)=a

l. ELD
Demostrar: —(-a)=a
(@D)] at(-a) =0 Def. —a
(2) (-a)+a =0 1, Comm. AX.
(3) aes el negativode —a traduccion 2
4) a=-(-a) traduccion 3
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Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) (Por definicion de — a, tenemos a+(-a) =0 o (-a)+a =0.(3)
Pero esta ecuacion nos dice que a es el negativo de —a. (3)Estoes a=-(—a
), como se habia planteado.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Por definicion de — a, tenemos a+(—a) =0 y (—a)+a =0. Pero esta
ecuacion nos dice que a es el negativo de — a. Estoes a =— (- a), como se
habia planteado.

TEOREMA 1.5, a(b—c)=ab-ac

TEOREMA16. 0-a=a-0=0

ELD
Demostrar: 0-a=a-0=0

(1) 0= 0+0 P

(2) a-0=a(0+0) 1

3 al0+0)= a-0+a-0 Axioma 3

4) a-0 =a-0+a-0 12,3

(5) a-0+0 =a-0 AX. 4

(6) a-0+0=a-0+a-0 15,4
1,(7) 0=a-0 | 6, Teo.l.1(L. cancelativa)

(8) a-0=0-a Comm. Ax.
1,(9) 0=0-a 17,8
1(10) 0=a-0=0-a 17,9

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

M@)@3)Usando el hecho de que 0 = 0+ 0, por el Axioma 3, a-0 =a(0 +
0)=a-0+ a-0.40Osea a-0 =a-0+ a-0.5)(6)Como a-0+0 = a-0,
entonces a-0+0 = a-0 + a-0.(7)Por el Teorema I.1(Ley cancelativa para
la adicion), tenemos 0 = a-0. 8)(9)@0)Como a-0 = 0-a, setiene0 =0-a,
y porlotanto0 = a-0=0-a.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Usandoque 0 = 0+ 0 porel Axioma3, a-0 =a(0+0)=a-0+ a-0. O
sea a-0 =a-0+ a-0.Como a-0+0 =a-0, a-0+0 =a-0+ a-0.
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Por el Teorema I.1(Ley cancelativa para la adicion), tenemos 0 = a-0.
Como a-0=0-a,setiene0 = 0-ay porlotanto,0 =a-0=0-a.

TEOREMA I.7. LEY CANCELATIVA PARA LA ULTIPLICACION

Si ab=ac y a=0,entonces b =c. (En particular, esto muestra que el
numero 1 del axioma 4 es Unico).

ELD
Demostrar: ab=ac A az0=b=c

1) ab=ac A a=0 P

(2) a=0 S1

(3) dy:ya=1 1 2,AX.6

(4) y (ab) = y(ac) 1

(5) (ya)b = (ya)c | 4,Asoc. AX.

(6) 1-b=1-c 13,5

(7) b=c | 6,Ax.4
1(8) ab=ac A ax0=b=c CP1,7

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que si ab=ac y a=0, entoncesh=c.

(1) Sea ab= ac. (2) 3Como a =0, por el Axioma 6, hay un nimero vy tal
que ya=1. 4)G)6)Entonces y (ab) = y(ac) o (ya)b=(ya)c (por la ley
asociativa); de donde 1-b=1-c. (7) (8) O sea b = ¢, que era lo que queriamos
demostrar.

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que si ab=ac y a=0, entoncesh=c.

Sea ab= ac. Como a=0, por el Axioma 6, hay un numero y tal que
ya=1. Entonces y (ab) = y(ac) o (ya)b=(ya)c (por la ley asociativa);
de donde 1-b=1-c. Y por lo tanto b = ¢, que era lo que queriamos
demostrar.

TEOREMA 1.8. POSIBILIDAD DE DIVISION. Dadosaybcon a=0,

. b
existe exactamente un x tal que ax =b. Este x se denota por b/a 0 — yse
a

llama el cociente de by a. En particular, 1/a también se escribe a™ y se
Ilama el reciproco de a.
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ELD
Demostrar: Va,be RAna=03Ixax=Db
(1) abeR A a=0 P
(2) dy:ay =1 I 1, Ax.6 (3 de reciproco)
3 X =yb P
4 ax = a(yb) 3
(5) a(yb) = (ay)b Asoc. AX.
(6) (ay)b=1b 2
@) 1b=D AXx.4 (elemento idéntico)
(8) ax=>b | 45,6,7
9 Ver que este X es tnico
(10) Ix":ax' =b P
(1) ax' =a x 18,10
(12) X' = X 111, Teo. 1.7
1 (13) Va,b3axax=Db 1,8,12

(-

-~
?C,BOT-[“]I' +C

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

mE)@EDadosay bcon a=0, escogemos y tal que ay =1y sea x = yb.
(4)(5)(6)(7)Entonces ax = a(yb) = (ay)b =1b = b. (8)Por eso existe al menos un
x tal que ax = b (9) (10) (11) (12)Pero por el teorema I.7 hay a lo mas un tal x.
(13) Asi que existe exactamente uno.
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Dadosay bcon a=0,escogemosy tal queay =1y seax = yb. Entonces

ax = a(yb) = (ay)b =1b = b. Por eso existe al menos un x tal que ax = b
Pero por el teorema 1.7 hay a lo mas un tal x. Asi que existe exactamente
uno.

TEOREMA 1.9. Si a =0, entoncesb/a=b-a™

ELD
Demostrar: a=0—= b/a=b-a™*
(1) a0 P
2) 3l gt I 1,Ax.6
a
1
(3) b/a= b-= P
a
1 4
4) b-= =b-a 2
a
(5) b/a= b-a™ 13,4
] (6) az0=bla=bh-a™ CP15

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que si a =0, entonces b/a=b-a™
. . 401
(1)(2)Sea a = 0. Entonces existe el reciproco de a, estoes, a™ ==,
a
)@ Ahora bien,

b/a= b-i =b-a™. )@)Por lo tanto, b/a= b-a™.
a

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos A demostrar que si a =0, entonces b/a=b-a™*

. . 41 .
Sea a = 0. Entonces existe el reciproco de a, esto es, a™ = =. Ahora bien,
a

b/a= b.-1=b.at Porlo tanto, b/a= b-a™.
a
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TEOREMA 1.10. Si a=0, entonces(a™) " =a.

ELD
Demostrar: a=0=(a')"=a

(1) a=0 P

(2) a-a’ =1 | 1,Ax.6

(3) at-a=1 | 2, Comm. AX.

(4) at-(ahHt=1 AX.6

(5) at-a=a'-(a")™ 13,4

(6) a=(a™")™* I 5, Teol.7 (L.cancelativa)
0 (7 az#0=a= (a™)™ CP1,6

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que si a =0, entonces(a™) " = a.

@W@Si a=0,existe a*ya-a*=10 a*-a=1 (3Ahora, por Axioma 6,
at-(@')'=1 @Entonces a*-a = a'-(a')™. ) 6)Porel Teoremal.7,
la ley cancelativa para la multiplicacion, se obtiene a =(a™)™.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que si a =0, entonces(a™) " = a.

Si a=0,existe a’ya-a’=1. Ahora, por Axioma6, a™-(a™)"=1.
Entonces a™-a = a*-(a™)™". Porel Teorema 1.7, la ley cancelativa para
la multiplicacion, se obtienea=(a™)™".

TEOREMA 1.11. Siab =0, entonces a=0 o b=0.

| ELD porRAA
Demostrara=0v b=0

(1) ab=0 P
(2) T(a=0vb=0) P
3) az0Ab=0 DL (2)
4 az0 S3
5) (1/a)a=1 P
(6) (1/a)(ab) = (1/a)0 =0 1
(7) (/a)(ab) =[(L/a)alb=1b=b 5
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(8) b=0 16,7
9) b=0 S3

(20) b=0Ab=0 A89
(11) a=0vb=0 RAA 2,10

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)(2)(3)Supongamos lo contrario, es decir,a= 0y b = 0. (4) (5) (6)Entonces
(1/a)(ab) = (1/a)0=0 0]

(7) Por otro lado,

(1/a)(ab) = b . (1)

8 De (1) y (Il) setiene b =0, (9)(10) (11) que contradice el supuesto de que
b=0.

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Supongamos lo contrario, es decir,a= 0y b= 0. Entonces
(1/a)(ab) = (1/a)0 =0 )
Por otro lado,
(/a)(ab) =b. (1

De (1) y (I1) setieneb =0, que contradice el supuesto de que b = 0.

TEOREMA 1.12. (-a)b =—(ab) y (~a)(-b)= ab

ELD
Demostrar: (—a)b =—(ab) y (-a)(-b)= ab

(1) ab+ (-a)b = (a+(-a))b AXx.3

(2) (@a+(-a)b=0-b AX.5

(3) 0-b=0 Teorema 1.6

4) ab+ (-a)b =0 11,2,3

(5) (—a)b es el negativo de ab traduccion 4
1,(6) (—a)b =—(ab) traduccion 5

(7) (-a)(-b)+ (-a)b = (—a)(-b+b) AXx.3

(8) (-a)(-b+b)=(-a)-0 AX.5

9) (-a)-0 =0 Teorema 1.6
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(10) (-a)(-b)+ (-a)b =0 17,89

(11)  (-a)(-b)+[-(ab)] =0 16,10

(12) — (ab) es el negativo de (—a)(—b) traduccion 11
71, (13) (-a)(-b) = = (- ab) traduccion 12

(14)  (-a)(-b)=ab | 13, Teorema 1.4
1 (15 (-a)b =—(ab) y (-a)(-b) = ab A 6,14

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Demostremos primero (-a)b =—(ab).
M@ 3)Por el Axioma 3, el Axioma 5y el Teorema 1.6,

ab+ (-a)b = (a+(-a))b=0-b=0.

4)De donde ab+ (—a)b = 0. (5)Pero esto significa que (—a)b es el negativo
de ab; (6) es decir, (—a)b =—(ab) .

Demostremos ahora que (—a)(—b)= ab.(7) ) (9)Por el Axioma 3, el Axioma
5y el Teorema 1.6, (—a)(-b)+ (-a)b = (-a)(-b+b)=(-a)-0=0. (0) O
sea que (—a)(-b)+ (-a)b = 0. @1)Ya demostramos que (—a)b =-(ab),
luego (—a)(—b)+ [—(ab)] = 0. (12)23)Pero esto quiere decir que — (ab)es el
negativo de (-a)(-b) o sea (—a)(-b) = —[-(ab)] . aaas) Y por el
Teorema 1.4 (—a)(—b) = ab.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Demostremos primero (—a)b =—(ab).
Por el Axioma 3, el Axioma 5y el Teorema 1.6,

ab+ (-a)b = (a+(-a))b=0-b=0.

De donde ab+ (—a)b = 0. Pero esto significa que (—a)b es el negativo de
ab; es decir, (—a)b =—(ab) .

Demostremos ahora que (—a)(—b)= ab. Por el Axioma 3, el Axioma 5y el
Teorema 1.6, (—a)(-b)+ (-a)b = (-a)(-b+b)=(-a)-0=10. O sea que
(-a)(-b)+ (-a)b = 0.Ya demostramos que (-a)b =-(ab), luego
(—a)(=b)+ [—(ab)] = 0. Pero esto quiere decir que —(ab)es el negativo de
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(—a)(-b) osea (—a)(-b) = —[-(ab)] . Y por el Teorema 1.4, (-a)(-b) =
ab.

TEOREHMS T.12 E\.D

(-N\b ==(o¥) 9 [m\(vb\) “,\30

con o de) ZID  Demotiay: (-4'15““) -

o +ie Q) o (-9 = “6‘-‘“
(o )5 = eb
,Q-‘- o,

T_—Grr"\')

uno“\? 0‘}0'

TEOREMA 1.13. (a/b) + (c/d) = (ad + bc)/(bd) si b=0y d =0.

ELD
Demostrar: (a/b)+(c/d) = (ad +bc)/(bd)
(1) bx0yd=0 P
2 3Fbtd? | 1,AX. 6
() (a/b)+(c/d)=ab™ +cd™ Teorema 1.9
_ (bd)(ab™ +cd )
bd
-1 -1
_ bdab™ + bdcd Axioma 3
bd
-1 -1
_ dbab™* +bodd Aioma 1
bd
-1 -1
dabb™ + bcdd Axioma 1
bd
_ dal+bec-l Axioma 6
bd
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= dabJ;bc Axioma 4
[1(4) (a/b)+(c/d)=(ad +bc)/(bd) 3

TEOREMA 1.14. (a/b)(c/d) = (ac)/(bd) sib=0y d =0.

ELD
Demostrar: (a/b)(c/d) = (ac)/(bd)
(1) bx0yd=0 P
(2 3btd™ | 1,AX. 6
3) (a/b)(c/d)=(ab™)(cd ™) Teorema 1.9
=a[b™(cd™] Axioma 2
=a[(bc)d ] Axioma 2
=a[(cb™)d ] Axioma 1
=afc(bd™)] Axioma 2
=(ac)(b*d™) Axioma 2
= (ac)(bd)™ Ejercicio 7
=2 Teorema 1.9
bd
[1(4) (a/b)(c/d) = (ac)/(bd) 3

TEOREMA 1.15. (a/b)/(c/d) = (ad)/(bc) sib=0,c=0y d=0.

ELD
Demostrar: (a/b)/(c/d) = (ad)/(bc)
(1) b#0,c=0yd=0 P
(2 3Ib*tctd | 1,AX. 6
-1
© (@b)ic/d) =2 Teorema 1.9
C
-1
= [Ej(b—_lJ Teoremall. 14
c)\d
= (ac™)[b(d™)7] Teorema 1.9
= (ac™) (b™'d) Teorema 1.10
= (ac™) (db™) Axioma 1
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= a[c*(db™)] Axioma 2
= a[(c*d)b™)] Axioma 2
= a[(dch)b™)] Axioma 1
= a[d(c'™] Axioma 2
= (ad)(cb™) Axioma 2
= (ad)(b'c™) Axioma 1
= (ad)(bc)™ Ejercicio 7
- ad Teorema 1.9
bc
ad
(4) (a/b)/(c/d)= e 3

EJERCICIOS I1

1. -0=0
ELD
Demostrar: —0=0
1) 0+(-0)=0 AXx.5
(2) 0=0+0 Ax. 4
(3) 0+(-0)=0+0 11,2
1(4) -0=0 I 3,Teol.1 (L. cancel.)

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) Por Axioma5,0+(-0)=0. Pero 0=0+0 (Axioma 4), (3)luego
0+(—0)=0+0. @Porel Teorema I.1 (L. cancelativa), —0 =0.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Por Axioma5,0+(—-0)=0. Pero 0=0+0 ( Axioma4), luego 0+ (-0)
=0+0. Porel Teorema I.1 (L. cancelativa), —0 =0.

2.1 =1
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ELD
Demostrar: 1™ =1
(1) 1.1 =1 AX.6
() 1=11 Ax.4
(3) 1.1'=11 11,2
1 (4) 1" =1 | 3,Teol.7 (L.Cancelativa)

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

@@Por el Axioma 6 se tiene que 1.1 =1y por el Axioma 4, 1 = 1-1.
@)Por lo tanto, 1-1'=1-1.4) Por la ley cancelativa ( Teorema 1.7),
finalmente se tiene que 1 =1.

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Por el Axioma 6 se tiene que 1-1' =1 y por el Axioma 4, 1=1-1.Porlo
tanto, 1-1"=1-1. Por la ley cancelativa ( Teorema 1.7), finalmente se tiene
que 1t =1.

3. El cero no tiene reciproco.

ELD porrRAA
Demostrar: El cero no tiene reciproco

Traduccion: —(3o0*)(0-0" =1)

(1) Jo':0-0" =1 P

2) 0-0'=0 Teo.l.6

(3) 1=0 11,2
1(4) —(3Fo™M)(o-0"=1) RAA 1,3

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1Supongamos lo contrario que el cero tiene reciproco, esto es, que existe
0"y 0-0"=1. (2Pero porel Teoremal.6, 0-0™" =0; (3)luego 1=0, que
es una contradiccién. (4)Por lo tanto, el cero no tiene reciproco.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos que el cero tiene reciproco, esto es, que existe 07 y
0-0'=1. Pero por el Teorema 1.6, 0-0" =0; luego 1=0, que es una
contradiccion. Por lo tanto, el cero no tiene reciproco.
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4. —(a+b) = —-a-b

ELD
Demostrar: —(a+b) = —a-b

(1) (@+b)+(-a-b)= (a+b)+[(-a)+(-b)] Teo.l.3
= (a+b)+[(-b)+(-a)] Axioma 1
= a+[b+((-b)+(-a))] Axioma 2
= a+[(b+(-h)+(-a)] Axioma 2
= a+ (0 +(-a)) Axioma 5
= a+ (-a) Axioma 4
=0 Axioma 5

(2) (a+b) +(—a-b)=0 1

(3) —a—Dbeselnegativode a+b traduccion 2

1 (@) -a-b=—(a+b) traduccion 3

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar —(a+b) = —a-b.

) En efecto, (a+b)+(—a—-b)= (a+b)+[(-a)+(-b)] Teoremal.3
(@a+b)+[(-b)+(-a)] Axioma 1

a+[b+((-b)+(-a))] Axioma 2

a+[(b+(-b))+(-a)] Axioma 2

= a+ (0 +(-a)) Axioma 5
= a+ (-a) Axioma 4
=0. Axioma 5

Por lo tanto, (a+b) + (—a—b) =0. (3)Pero esto quiere decir que —a—b
es el negativo de (a+Db). @4)Estoes, —a—b=—(a+b).

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar —(a+b) = —a-Db.

En efecto: (a+b)+(—a—-b)= (a+b)+[(-a)+(-b)] Teorema 1.3
(@a+b)+[(-b)+(-a)] Comm. AX.
a+[b+((-b)+(-a))] Asoc. AX.
a+[(b+(-b)+(-a)] Asoc. AX.
a+ (0 +(-a)) Axioma 5
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= a+ (-a) Axioma 4
=0. Axioma 5

Por lo tanto, (a+b) + (—a—b) =0. Pero esto quiere decir que —a—b es
el negativode (a+b).Estoes, —a—b= —(a+Dh).

5 —(a-b) =-a+b

ELD
Demostrar: —(a—b) = —a+b
(1) (a—-b)+(—-a+b)=[(a=b)+(-a)]+b Asoc. AX.
=[(a+ (-b)+(-a))] +b Teo.l.3
= [(@+((-b)+(-a))]+b Asoc. AX.
= [@+((-a)+(-b))1+Db Comm.. AX.
=[(@+(-a))+(-b)] +b AsoC.AX.
= [0+(-D)]+D Ax.5
= (-b)+b Ax.4
=0 Ax.5
20 (a-b)+(-a+b)=0 1
(3) —a+beselnegativode a—b 12, Ax.4
1(4) —-a+b=-(a-b) traduccion 3

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar —(a—b) = —a+b.

@Enefecto: (a—b)+(—a+b)=[(a-b)+(-a)]+b Asoc. Ax.
[(@a+ (-b))+(-a))] +b Teo.l.3
[(@+((-b)+(-a))]+b  Asoc. Ax.
[(@+((-a)+(-b))]+b Comm. Ax.
[(@+ (-a))+(-b)]+b AsoC.AX.

=[0+(-b)]+b AX.5
= (-b)+b Ax.4
=0 AX.5

(@Por lotanto (a—b)+ (—a+b) =0. (3)Pero esto quiere decir que —a+b
es el negativo de a—b. (4)Luego —a+b = —(a—h).
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar —(a—b) = —a+Db.

Enefecto: (a-b)+(-a+b)= [(a-b)+(-a)]+b Asoc. AX.
=[(@a+(-b)+(-a))l+b Teo.l.3
= [@+((-b)+(-a)]+b Asoc. AX.
= [(a+((-a)+(-b))]+b  Comm. Ax.

=[(a+ (-a))+t(-b)]+b AsoC.AX.
=[0+(-b)]+Db AXx.5
= (-b)+b Ax.4
=0 Ax.5

Por lo tanto, (a—b)+ (—a-+b) =0. Pero esto quiere decir que —a+b es
el negativode a—b. Luego —a+b = —(a-Db).

6. (a—b)+(b—c)=a-c

ELD
Demostrar: (a—b)+(b-c) = a-—c

(1) (a-b)+ (b—c)= (a+ (-h))+(b+ (<)) Teo.l.3
=a+[(-b)+(b+(-C))] Asoc. AX.
= a+[((-b)+b)+ ()] Asoc. AX.
=a+[0+(-c)] AX.5
=a + (-¢) Ax.4
= a—-¢C Teo.l.3

1(2) (a-b)+ (b-c)=a-c 1

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar (a—b)+ (b—c) = a—c.
@) Enefecto: (a—b)+ (b—c) = (a+ (-b))+(b+(-c)) Teo.l.3
=a+[(-b)+(b+(-c))] Asoc. Ax.
a+[((-b)+b)+(-c)] Asoc. Ax.

= a+[0+(-C)] Ax.5
= a + (-c) Ax.4
= a-c Teo.l.3

(Por lo tanto, (a—b)+ (b—c) = a—c.
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar (a—b)+ (b—c) = a—c.

Enefecto: (a—b)+ (b—c) = (a+ (-b))+(b+(-cC)) Teo.l.3
a+[(-b)+(b+(-c))] Asoc. Ax.
a+[((-b)+b)+(-c)] Asoc. Ax.

= a+[0+(-C)] AX.5
=a+ (- Ax.4
= a-c Teo.l.3

Por lo tanto, (a—b)+ (b—-c) = a-c.

7. Siaz0yb=0,entonces (ab)*=a'b™

ELD
Demostrar: a=z0 Ab=0= (ab)*=a'b™"

1) az0Ab=0 P

) 3atb? 1 1,Ax.6

(3) (ab)(a™b™) =(ab)(b™"a™) Comm. Ax.
=((ab)bHa™ Asoc. AX.
= (a(ob™MHa™ Asoc. AX.
=(a-1-a™t) AX.6
= aat Ax.4
=1 AX.6

4) (ab)(a™b™) =1 3

(5) a~'b™ es el reciproco de ab | 4, AX.6

(6) (@b)*=a'b™ traduccion 5

() a#z0Ab#0=(ab)*=a'b™ CP 1,6

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar quesi a=0y b =0, entonces (ab) '=a'b™*
@Sean a=0 y b=0. @Entonces existen los reciprocos a™y b™.

3) Ahorabien, (ab)(ah™)=(ab)(b™ta™) Comm. AX.
=((ab)b™)a™ Asoc. AX
= (a(bb™)a™ Asoc. AX.
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=(a-1-a™) AX.6
= aat Ax.4
=1 AX.6

@Por lo tanto (ab) (a™'b™) =1. (5) Esto significaque a™b™" es el
reciproco de ab.(6)(7) Luego (ab)™=a'b™".

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar quesi a=0 Yy b =0, entonces (ab)*=a'b™".

Sean a=0 y b= 0. Entonces existen los reciprocos a™y b™.

Ahora bien (ab) (a™b™) = (ab)(b™a™) Comm. Ax.
=((ab)b™Ha™ Asoc. AX
= (a(bb™)a™ Asoc. AX.
=(a-1-a™) AX.6
= aa’
=1

Por lo tanto (ab)(a™b™") =1. Esto significaque a b es el reciproco de
ab. Luego (ab)'=a"'b™.

8. —(a/b)= (—a/b)=a/(-b) sib=0

1)
@)
(3)

T1(4)
()

ELD

Demostrar: b=0= —(a/b)= (-a)/b= a/(-b)

b-0
It

—(a/b) = —(ab™)

= (~a)b™
= (-a)/b

—(a/b) = (-a/b)
(-a)/b= (-a)b™

= —(ab™)
= —(ba)
= (-b)a
= a(-b?)
a/(-b)

P
11,Teo.l.8
Teo.l.9

Teo.1.12
Teo.l.9
3
Teo.1.9
Teo.l.12
Comm. AX.
Teo. 1.12
Comm. AX.
Teo.1.9
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1, (6) (—a/b) = a/(-h) 5
(7) ~(a/b) = (~a)/b= a/(-b) 46
1 (8) b=0= —(a/b)= (-a)/b= a/(-b) CP 1,14

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que —(a/b)= (—a/b)= a/(-b) si b=0.
@Sea b = 0. 2)Por el Axioma 6, existe el reciproco de b, esto es, b™.

3)Entonces —(a/b) = —(ab™) Teo.1.9
= (-a)b™ Teo.l.12
= (-a)/b Teo.l.9
= (-a/b)

@Por lo tanto, —(a/b) = (-a/b).

5)De otra parte : (—a/b) = (-a)b™* Teo.l.9
= —(ab™) Teo.1.12
= —(b™a) Comm. AX.
= (-b™Ma Teo. .12
=a(-b™) Comm. Ax.
= a/(-b) Teo.l.9

©)O seaque (—a/b) = a/(-b). 7@®Luego —(a/b)= (—a/b)= a/(-h).

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que —(a/b)= (—a/b)= a/(-b) si b=0.
Sea b = 0. Por el Axioma 6, existe el reciproco de b, esto es, b™.

Entonces —(a/b) = —(ab™) Teo.l.9
= (-a)b™ Teo.l.12
= (-a)/b Teo.1.9
Por lo tanto —(a/b) = (—a)/b.
De otra parte : (—a/b) = (-a)b™* Teo.l.9
= —(ab™) Teo.1.12
= —(b™a) Comm. AX.
= (-b™Ma Teo. 1.12
=a(-b™) Comm. Ax.
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= a/(-bh) Teo.l.9

Oseaque (—a/b) = a/(-b). Luego —(a/b)= (—a/b)= a/(-b).

9. El elemento idéntico para la suma es Unico.
I. ORGANIZACION DE LA ACTIVIDAD PRACTICA

1. Interpretacion:

- No existe otro nimero diferente de 0 que también desempefie el papel de

elemento idéntico para la suma.
- Si existe otro idéntico para la suma, digamos 0’, entonces 0’

2. Traduccidn al lenguaje l6gico:
(0" es también idéntico para la suma)= 0’ =0,
6

(0y 0’ son idénticos para lasuma)= 0=0'

3. Significado. El razonamiento:

0 es elemento idéntico para la suma P
0’ es elemento idéntico para la suma P
>0=0 C
es valido.
4, ELD

Demostrar : Si 0’ también es elemento idéntico,

entonces 0=0".

(1) 0 eselemento idéntico
(2) 0’ también es elemento idéntico

(3) y+0 =y, Vy traduccion 2
(4) 0+0'=0,

(5) x+0=x,Vx traduccion 1
6) 0°+0=0",

(7) 0+0'=0"+0 axioma 1
8 0=0
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)(2) Supongamos que 0’ también desempefia el papel de elemento idéntico
para la suma. (3) Entonces y + 0’ =y para todo real y. (4) Especificando 0
paray, se tiene 0 + 0’ = 0. (5)(6) Por otro lado, por el axioma 4, se tiene que
0"+ 0 =0 (por ser 0 el elemento idéntico). (7) Puesto que 0 + 0’ =0’ + 0, (8)
se tiene finalmente que 0 = 0",

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos que 0’ también desempefia el papel de elemento idéntico para
la suma. Entoncesy + 0’ =y paratodo real y. Especificando O paray, se
tiene 0 + 0’ = 0. Por otro lado, por el axioma 4, se tiene que 0’ + 0 =0’ (por
ser 0 el elemento idéntico). Puesto que 0 + 0’ =0’ + 0, se tiene finalmente
que 0=0".

10. El elemento idéntico para la multiplicacion es unico.

Este ejercicio se puede resolver exactamente como el anterior, basta
simplemente intercambiar el 0 por el 1y la suma por el producto.

I. ORGANIZACION DE LA ACTVIDAD PRACTICA

Interpretacion

* No existe otro numero diferente de 1 que también desempefie el papel de
elemento idéntico para la multiplicacion.

+ Si existe otro idéntico para la multiplicacion, digamos 1', entonces 1'=1.

En l6gica simbdlica

1" también es idéntico para el producto = 1'=1
1y 1’ son elementos idénticos para el producto = 1=1’

SIGNIFICA

El razonamiento:

(1) 1 eselemento idéntico para el producto P
(2) 1’ eselemento idéntico para el producto P
1=1 Conclusion
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es valido.
ELD
Demostrar : Si es también elemento idéntico,
entonces 1'=1
(1) 1eselemento identico para la multiplicacion P
(2) 1' también es elemento idéntico para la multiplicacion P
3) yl'=y, Vy Traduccién 2
4) 11=1 1y, 3
(5) x.1=x Traduccion 1
6) 1.1=1 1'/x, 5
(7)) 1.1'=11 Axioma 1
0@ 1=1 14,6,7

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(2Supongamos que 1’ también desempefia el papel de elemento idéntico
para la multiplicacion; (3) entonces y.1'’ = y para todo real Y.
(4)Especificando 1 paray, se tiene

1.1'=1. (¥
(5)(6) Por el axioma 4, se tiene que
l'.l — l', (**)

por ser 1 el elemento idéntico. (7) Puesto que 1.1' =1".1,8) de (*) y (**) se
tiene finalmente que 1 = 1".

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Supongamos que 1’ también desempefia el papel de elemento idéntico para
la multiplicacion; es decir, y.1’' =y para todo real y. Especificando 1 paray,
se tiene 1.1’ = 1. Por otro lado, por el axioma 4, se tiene que 1’.1 = 1' ( por
ser 1 el elemento idéntico). Puesto que 1.1’ = 1'.1 se tiene finalmente que
1=1"

AXIOMAS DE ORDEN

AXIOMA 7. Six y yestanenR™, también loestan x +y y xy.
AXIOMA 8. Paratodoreal x=0,0 xe R0 —xeR", pero no ambos.
AXIOMA9. 0¢R".
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DEFINICION DE LOS SIMBOLOS <,>, <y >

Ahora podemos definir los simbolos <, >, <y >, llamados,
respectivamente, menor que, mayor que, menor o igual que, y mayor o igual
que, como sigue:

X <y significaque y—x es positivo;
y > X significaque x <y

x <y significaquex<y ox=y

y > x significaque x<y

Asi, tenemos que x > 0 si y solo si x es positivo. Si x < 0, decimos que X es
negativo; si x >0, decimos que X es no negativo.

Un par de desigualdades simultaneas como X <y, y <z usualmente se
escriben més abreviadamente en la forma x <y < z. Interpretaciones
similares se dan para las para las desigualdades compuestas xX<y<z, X<y
<z,y x<y<z.

De los axiomas de orden podemos derivar todas las reglas para trabajar con
desigualdades. A continuacion tenemos una lista de las reglas maés
importantes expresadas en forma de teoremas.

TEOREMA 1.16. LA LEY DE TRICOTOMIA.

Para numeros reales a y b cualesquiera se tiene una y solo una de las
siguientes relaciones: a< b, b<a, a=h.

ELD
Demostrar: (Va,beR)(a<b,0 b<a,0 a=h)

(1) a,beR P
(2) x=b-a P
(3) x=0v x=0 2
4) x=0 P
(5) b-a=a-b=0 12,4
(6) a=b 5
(7) 0eR” Axioma 9
(8) b—-agR" A a—bgR" 15,7
9) —(b-aeR"va-beR") DL8
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(10) — (a<bv b<a) Traduccién 9
(11) a=b A — (a<bv b<a) A 6,10
(12) x=0 =>a=b A = (a<bv b<a) CP 4,11
(23) X=0 P
(14) Xx>0v x<0 (perono ambos) | 13.Ax.8
(15) b-a>0v b-a <0 (peronoambos) 12,13
(16) a<b v b<a (peronoambos) traduccion 15
a7 Xx#=0= a<b v b<a (peronoambos) CP13,16

(18)[a=b A — (a<bv b<a)] v a<b v a>b (peronoambos) DS 3,12,17
1 (19) Se tiene exactamente una de las tres relaciones:
a=bh,a<b,a>bh. traduccion 18

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que dados a y b nUmeros reales cualesquiera se tiene
unay solo una de las siguientes relaciones: a<b,b<a, a=h.

(1) Dados a y b numeros reales cualesquiera, sea x =b—a.(3) Entonces
x=0 0 X = 0.@(©E)6)(7)@8)©9)10)Si x=0, entonces b—a=a—-b=0, yporlo
tanto, por el Axioma 9, no podemos tener a< bv b< a. (11) 12) Asi que
tenemos solamente a = b. (13) (14) Si x =0, el Axioma 8 nos dice que se
tienex >0 o x <0 pero no ambos, (15) (16) (17) lo que equivale a tener a< b
0 b< a pero no ambos. (18) (19) Asi que se tiene exactamente una de las tres
relaciones: a=bh, a<b, b<a.

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que dados a y b nimeros reales cualesquiera se tiene
unay solo una de las siguientes relaciones: a<b,b<a, a=h.

Dados a y b nimeros reales cualesquiera, sea x=b—a. Entonces x=0 o
x#0.Si x=0, entonces b—a=a—-b=0, y por lo tanto, por el Axioma 9,
no podemos tener a< bv b< a. Asi que tenemos solamente a = b. Si x#0,
el Axioma 8 nos dice que se tiene x >0 0 x < 0 pero no ambos, lo que
equivale a tener a< b 0 b< a pero no ambos. Asi que se tiene exactamente
una de las tres relaciones: a=Db,a<b, b<a.

TEOREMA 1. 17 LEY TRANSITIVA

Sia<bab<c, entoncesa<c
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(1)
)

3)
4)
(5)
(6)
(7
1(8)

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)2) Supongamos quea<by b<c. (3 @) Entoncesb—a>0y c-b>0.(5)
Por el axioma 7, (b—-a)+(c—-b)>0.(6) Pero(b—a)+(c—b)=c—a, (7
luego ¢ -

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos que a<by b<c. Entoncesbh-a>0y c—b>0. Porel
axioma7,(b-a)+(c—b)>0.Pero(b—-a)+(c-b)=c—a, luegoc—-a>0

ELD
Demostrara<c

Traduccionc—a € R*

a<b P

b<c P
b—a&R" Traduccion 1
c-beR’ Traduccidn 2
(b—a)+(c-b)eR’ | Ax. 7,3,4
(b—a)+(c—b)=c-a P

c—a €R’ 15,6

a<c Traduccion 7

a>0 @)y por lotanto a<c.

y por lotanto a<c.

TEOREMA 1.18 Sia<b,entoncesa+c<b+c

(1)
(2)
(3)
(4)
()
-1(6)

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

ELD
Demostrara+c<b +c
Traduccién (b+c)—-(a+c)>0

a<b P
b-a>0 traduccion 1
b-a+c-c>0 2
b-a+c—-c=(b+c)-(a+c) P
(b+c)—-(a+c)>0 13,4
a+tc<b+c traduccién 5

Universidad de la Amazonia

Florencia Caqueta COLOMBIA



Capullos y Flores de Pensamiento Formal Matematico 91

(1)Sea a < b (2) Por definicion de orden, b —a > 0. (3) Sumando cero al
miembro izquierdo de esta inecuacion, obtenemos b—a+c—c>0.

(4 Perob—a+c-c = (b+a) — (a+c). (5) Luego (b+c) — (a + c) > 0, (6)es
decira+c<b +c.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea a < b. Por definicion de orden, b —a > 0. Sumando cero al miembro
izquierdo de esta inecuacion, obtenemos b—a+c—-c>0. Perob—a+c—
¢ =(b+a)—(at+c). Luego(b+c)—(a+c)>0,esdecira+c<b+c.

TEOREMA 1.19 Sia<bac>0,entoncesac < bc
ELD

Demostrar ac < bc
Traduccion bc — ac >0

(1) a<b P

(2) c>0 P

(3) b—a>0 traduccion 1

4 cb-a)>0 | 2,3, AX7

(5) c(b—a)=bc-ac P

(6) bc—ac>0 14,5
1(7) ac<bc traduccion 6

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)(2) Supongamos que a < by ¢ > 0. Entonces (3) b —a > 0.@4)Por el axioma
7,c(b—a)>0. (5) Pero c(b — a) = bc — ac. (6) Luego bc — ac >0 (7) y por lo
tanto ac < bc.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos que a< by c > 0. Entonces b —a>0. Por el axioma 7, ¢ (b —
a) > 0. Peroc(b—a) =bc—ac. Luego bc—ac>0 y por lo tanto ac < bc.

TEOREMA 1.20Si a=0 entonces a’>0

. ELD
Demostrar a=0= a*>0
1) a=0 P
2 a>0v —a>0 (peronoambos) 11, Ax.8
(3) a>0 P
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4) aa>0 | 3, Axioma 7
(5) a*>0 traduccion 4
7, (6) a>0= a’>0 CP3,5
7) —a>0 P
8) (-a)(-a)>0 17, Ax.7
(9) (-a)(-a) =a’ Teorema 1.12
(10) a’>0 18,9
7, (11) —a>0=a’>0 CP 7,10
(12) a?>0v a?>0 DS 2,6,11
(13) a?>0 Dp 12
1(14) a#0= a’>0 CP 1,13

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que si a =0, entonces a®> 0.
1)Sea a=0. (2Entoncesa >0 o —a> 0, pero no ambos (Axioma 8).(3)(4)(5)

6) Sia>0, entonces aa>0o0sea a’> 0.

(7)(8)Si —a>0,entonces (-a)(—-a)>0 (Axioma?).(9)0)a1)Pero
(-a)(-a) = a*(Teorema 1.12), luego a’>0. (12)(13)(14)Entonces vemos que
cualquiera sea la alternativa que se considere, el resultado es el mismo, a
saber, a®> 0.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que si a =0, entonces a®> 0.

Sea a=0.Entoncesa>0 o —a> 0, pero no ambos (Axioma 8).
Sia>0, entonces aa>0o0sea a®>0.Si—a>0, entonces (—a)( —a)>0

(Axioma7). Pero (—a)(-a)=a’(Teorema 1.12), luego a’>0. Entonces
vemos que cualquiera sea la alternativa que se considere, el resultado es el
mismo, a saber, a’> 0.

TEOREMA 1.21. 1> 0.
Aplicar el Teorema 1.20 cona = 1.

TEOREMA 1.22. Sia< byc<0 entonces ac>Dbc.
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l. ELD
Demostrar ac > bc
traduccion ac —bc eR”

(1) a<b P

(2) c< O P

B) b—aeR traduccion de (1)
4 c=0 consecuencia de (2)
BG)c#0—>ceR v-ceR" Axioma 8, P
(6) ceR* v -ce R’ pp 4,5

() 1(c e ®Y Traduccion (2)
(8) -ce R’ TP 6,7

(9) (b-a) (-c) e R* (3),(8), Axioma 7,P
(10) (b-a) (-c) =ac-bc P

(11) ac—bc e R" 19,10

(12) ac> bc Traduccion de (11)

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)(2) Sean a, b, y c reales tales que a<b y ¢ <0. (3 Por definicion de
orden, b - a > 0 (4)(5)(6)(7)(8). Como ¢ = 0y no positivo, por el axioma 8,
se tiene que - ¢ > 0. (9) Por el axioma 7, se deduce (b -a) (-c) > 0. (10
Pero (b - a) (-c) =ac - bc. (11) Luego ac - bc > 0; (12) es decir, ac > bc.

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Seana, b, y c reales tales que a<b y ¢ <0. Por definicién de orden, b - a
>0. Como c = 0y no positivo, por el axioma 8, se tiene que - ¢ > 0.
Por el axioma 7, se deduce (b -a) (-c) > 0. Pero (b - a) (-c) = ac - bc.
Luego ac - bc > 0; es decir, ac > bc.

TEOEMA 1.23. Sia< b entonces —a> —b.
En particular, Si a <0, entonces —a> 0.

l. ELD
Demostrar:a< b= -a> -b.
(1) a<b P
(2) b-a>0 1
(3) b-a=-a+b | Teo.l.3, Ax. 1
4) —a+b>0 1 2,3
(5) —(-b)=b Teorema 1.4
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(6) —a—(-b)>0 14,5
(7) —a>-b 5
1(8) a< b=>-a>-b CP 1,7

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que sia< b entonces —a> —b.

(1) @@)@Si a < b, entonces b—-a> 0 osea —a+b> 0. (5 Pero
—(-b) =b(Teorema 1.4); )por lo tanto —a —(—b)> 0. (7)(8) Y esto quiere
decir que —a> —b, que era lo que queriamos demostrar.

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que sia< b entonces —a> —b.

Sia< b, entonces b—a>0 osea —a+b>0.Pero —(-b)=b(Teorema
I.4); por lo tanto —a —(—b) > 0. Y esto quiere decir que —a> —b, que era
lo que queriamos demaostrar.

TEOREMA 1. 24 Si ab >0, entonces ambos son positivos 0 ambos son
negativos.

ELD PorRAA
Demostrar ab>0 = (a>0 A b>0) v (a<o A b<o)
(1) — [ab>0 = (a>0 A b>0) v (a<0 A b<0)] P
(2) ab>0 A — [(@>0 A b>0) v (a<0 A b<0)]  Traduccion 1
(3) = [(@>0 A b>0) v (a<0 A b<0)] S2
4) — (a>0 A b>0) A — (a<o A b<0) DL3
(5) — (a>0 A b>0) S4
(6) (a>0 A b<o) v(a<o A b>0) traduccion 5
@) a>0 A b<o P
(8) a>0 S6
9) 1 >0 7
a
1 1
(10) = (ab)>= .0 12,9, Teo.l.19
a a
(11) (éa)b >0 | 10,Ax.2, Teo.l.6
(12) b>0 11, Ax.6,Ax.4
(13) b<o S7
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(14) b>0 A b<o A 12,13
(15) a>0 A b<o= b>0 A b<o Cp7,14
(16) a<o A b>0 P
7) b>0 S 16
(18) %> 0 17

1 1
(19) (ab)E> 0 o | 2,18, Teo.l.19
(20) a>o 1 19,Ax.2, AX.6,Ax.4,Teo.l.6
(21) a<o S16
(22) a>ona<o A 20,21
(23) a<oAb>0= a>onra<o CP 16,22
(24) (b>0 A b<0) v (a>0nra<0) DS 6,15,23
(25) ab>0 = (a>0 A b>0) v (a<0 A b<0) RAA 1,24

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)(2)Supongamos lo contrario; esto es
ab>0, *)

y que no ocurre que O (a>0yb>0)o0 (a<0y b <0). 3)@) Es decir que ni
@0y b>0)ni (a<0y b<0). ()En particular, tenemos que no ocurre
que a>0 y b> 0. (6)Esto ultimo implicaque (a>0 y b<0)o(a<0y b>0).
(mSupongamos que se cumple la alternativa

a0 y b<O. (**)

(8)(9)(10)(11)(12)Entonces multiplicando en (*) por i, se tiene 1 (ab) >i 0o
a a a

sea b > 0. (13)(14) (15)Pero esto contradice el supuesto en (**) de que b< 0.
(16)Supongamos ahora que se cumple la otra alternativa, esto es,

a<0y b>0.  (**¥

(17)(18)(19)(20)Multiplicando en (*) por % , tenemos que a > 0. (21)(22)(23) Pero

esto contradice el supuesto en (***) de que a < 0.
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(24)(25)Entonces vemos que cualquiera sea la alternativa que tomemos, ésta
siempre nos conduce a una contradiccion. Luego, ab>0 = (a>0 A b>0) v
(a<o A b<o0).

ECD

TEOREMA T2¢

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos lo contrario; esto es que
ab>0, *)

y que noocurre (a>0yb>0)o(a<0y b<0). Esdecirqueni(a>0 y b>
O)ni(a<0y

b < 0). En particular, tenemos que no ocurre que a>0 y b> 0. Esto ultimo
implicaque (>0 y b<0)o (a<0y b>0). Supongamos que se cumple la
alternativa

a0 y b<O. (**)

Entonces multiplicando en (*) por i, se tiene é (ab) >§ 0 oseab>0.

Pero esto contradice el supuesto en (**) de que b< 0.
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Supongamos ahora que se cumple la otra alternativa, esto es,

a<0y b>0.

1

(***)

Multiplicando en (*) por . tenemos que a > 0. Pero esto contradice el

supuesto en (***) de que a < 0.

Entonces vemos que cualquiera sea la alternativa que tomemos, ésta siempre

nos conduce a una contradiccién. Luego,

ab>0 = (a>0 A b>0) v (a<o A b<0).

TEOREMA 1.25 Si a<c y b<d entonces a+b<c+d.

(1)
@)
3)
(4)
()
(6)
(7)
(8)

ELD

Demostrara+b<c+d

Traduccion (c +d) - (a + b)eR”

a<c P

b<d P
(c-a)eR’ Traduccion 1
(d-b)eR” Traduccion 2
(c-a)+(d-b)eR” | 34 axioma?
(c-a)+(d-b)=(c+d)-(a+bh) P
(c+d)—(a+h)eR” 156

a+b<c+d

traduccion 7

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)2) Sean a, b, c ydnumeros talesque a<c y b<d. (3)4) Entonces c- a
>0 y d- b >0. (5)Por Axioma 7, sumando estos dos nimeros positivos, se
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tiene (c - a) + (d - b) >o0.(6)Pero (c - a) + (d - b) = (c + d)- (a + b). (7) Luego
(c+d)—(a+b) >0;(0sea a+b<c+d.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Sean a, b, cydnumeroscon a<c y b<d. Entoncesc-a>0yd-b>o.

Por Axioma 7, (c-a)+(d-b)>o0.Pero(c-a)+(d-b)=(c+d)-(a+h).
Luego (c+d)—(a+b) >0; osea a+b<c+d.

EJERCICIOS 1.2

1. No existe un nimero real x tal que x* +1=0

l. ELD
Demostrar: —(3x € R)(x* +1=0)

(1) IxeR:x*+1=0 P

2) x> =-1 1

(3) x*<0 2

(4) x* >0 Teorema 1.20
(5) x’<0A x°<0 A34

[1(6) =(Ax e R)(x* +1=0) RAA 1,5

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que no existe un nimero real x tal que x> +1=0 .

(1)Supongamos lo contrario, esto es, que existe un namero real x tal que
x? +1=0.(2) Esto implica que x* =-1 (3)0 sea x’< 0. (4)5)Pero esto es un
absurdo ya que x> > 0 (Teorema 1.20). (6)Luego, no existe un namero real x
tal que x> +1=0.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que no existe un nimero real x tal que x*> +1=0 .
Supongamos lo contrario, esto es que existe un numero real x tal que

x> +1=0. Esto implica que x*> =—1 o sea x*< 0. Pero esto es un absurdo

ya que x° > 0 (Teorema 1.20). Luego, no existe un numero real x tal que
2

X +1=0.
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2. Lasuma de dos nimeros negativos es negativa.

l. ELD
Demostrar: x<0A y<0= x+y<0
(1) x<0A y<0 P
(2) -x>0A-y>0 11, Ax. 8
(3) (-x)+(-y)>0 1 2,AX.7
4) (=x)+(-y)=—-(X+Y) Ejercicio 51.3.3
(5) —(x+y) >0 13,4
(6) X+y <0 15, Ax. 8
(7) x<0Ay<0= x+y<0 CP 16

[1(8) La suma de dos negativos es negativo  traduccién 7

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que la suma de dos numeros negativos es negativa.

M) @ Six<0 y y<0,entonces —x>0 y —y>0 (Axioma 8). (3) Por el
Axioma 7 podemos adicionarlos y obtener (—x) + (—y) > 0. (4)Pero (—X)
+(—-y)=—-(X+Yy); ©poreso —(x+y) >0, 6 (7lo que significa que
X+ Yy <0 (Axioma 8), (8)que era lo que queriamos demostrar.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que la suma de dos numeros negativos es negativa.

Six<0 y y<0,entonces —x>0 y —y>0 (Axioma 8). Por el Axioma 7
podemos adicionarlos y obtener (—x) + (—y) > 0. Pero

(=x)+(-y)=-(x+Y);

por eso —(x+Yy) >0, lo que significa que x+y <0 (Axioma 8), que era lo
que queriamos demostrar.

3. Sia>0,entonces 1/a>0 y Sia<0, entonces 1/a < 0.

l. ELD PorRAA

Demostrara>0 = l >0
a
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(1) @>0=1>0) p
a
@) a>0 A —(X0) Traduccién 1
a
1
(3) a>0A =<0 2
a
4 1 a< Oa | 3, Teo.l.19
a
(5) 1< 0 | 4, Ax.6,Te0.1.6
S(6) a0 =L >0 RAA 15
a

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)(2)(3) Supongamos lo contrario, es decirquea >0 y L < 0. (4 Entonces,
a
por el Teorema 1.19, l.a < 0a (5) oseal< 0, que es un absurdo; (6) luego
a

l>0 sia>0.
a

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

. . 1
Supongamos lo contrario, es decir que a >0 y — < 0. Entonces, por el
a

Teorema 1.19, la < 0a oseal<0, queesun absurdo; luego sia >0,
a

1
entonces — > 0.
a

3b) Si a<0 entonces 1 <0
a

ELD Por RAA

1
Demostrara<0 = — <0
a

(1) —(a<0 :>§<O) P

(2) a<0na ﬂ(i <0) Traduccion 1
a
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(3) a<0/\£>0
a
1
4) a.— < a0
a
(5) 1<0

1(6) a<0 :l <0
a

|3, Teo.l.19

14, AX.6,Teo.l.6
RAA 1,5

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)(2)@3) Supongamos lo contrario, es decirque a< 0y 1 > 0. 4 Entonces,
a

1
por el Teorema 1.19, a.— < a.0 osea 1< 0, que es un absurdo; por lo tanto,

a

sia<0,£<0.
a

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

. : 1
Supongamos lo contrario, es decir que a < 0 y — > 0. Entonces, por el
a

Teorema 1.19, a.l < a.0 oseal<0, que es un absurdo; luego sia<O0,

a

l<0
a

4. Si 0< a< b,entonces 0< bt < a™

I ELD
Demostrar 0< a< b = 0<

(@D)] O<a<hb
(2) 0O<a An0<b
(3) 0< a
4) O<b
(5) (VX)x>0—>x"'>0)
(6) a>0->a'>0
(7) b>0—->b"'>0
(8) a'>0
9) b™*>0

S2
S2
Ejercicio 4 (1.3.5)
alx, 5
b/x, 5
PP 3,6
PP 4,7
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(10) al>0Ab1>0 A8,9
(11) O.a'<at.a<a'b 11,8, Teo. I.19
(12) 0O<1<a'lh 11
(13) 0.b*'<b?*<a'bb™ 19,12 Teo. 1.19
(14) O< b'<a™ 13
(15 0O<a<b =0<b'<a CP 1,14

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) Supongamos que
O<a<bh. (n)

2 Entonces 0 <a y 0< b. 3)@)5)6)(7)@®)©@)10) Por el ejercicio 5 (1.3.5), se
tiene a >0
y b™>0. (11) Multiplicando por a™ en (1), por el Teorema 1.19, se obtiene

Da'<at.a<a'b
(12) que es lo mismo que
O<l<a'b ()

13) Multiplicando ahora por b~ en (I1), por el Teorema 1.19, se obtiene :
Ob*<b'<a’bb™
(14) que es lo mismo que 0< b "< a™, que era lo que queriamos demostrar.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos que
O<a<bh. (n)

EntoncesO0<a y 0< b. Porel ejercicio 5 (1.3.5), setiene a*>0 y b™'>
0. Multiplicando pora" en (1), por el Teorema 1.19, se obtiene :

da'<at.a<at'b
que es lo mismo que
O<l<a'b ()

Multiplicando ahora por b~ en (1), por el Teorema 1.19, se obtiene :
Ob*<b?*<at'bb™
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que es lo mismo que 0< b~'< a™, que era lo que queriamos demostrar.

5 Sia<byb<c,entonces a<c

ELD
Demostrar: a<b A b<c= a<c.

1) a<b A b<c P

(2) (a<b A b<c)v(a=ba b=c) traduccionl

(3) a<b Ab<c=a<c Teorema .17

4 a=bab=c=a=c P

(5) a<cva=c DS 2,34

(6) a<c traduccion 5
1(7) a<b A b<c= a<c CP1,6

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar quesi a<b y b<c,entonces a<c.

mSean a<byb<c. (2 EstosignificaqueOa<by b<c o a=by
b=c.

@)Si a< by b<c, entonces a < ¢ (Teorema 1.17). 4)Si a=by b =c,
entonces a = c. (5)6)(7)Por lo tanto a<c.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que si a<b y b<c,entonces a<c.

Sean a<b y b<c.EstosignificaqueOa<by b<c o a=by b=c.
Sia<by b<c, entonces a< c (Teorema I.17). Si a=by b =c, entonces
a=c.Porlotanto a<c.

6. Sia<byb<c,y a=centonces b=c.

l. ELD
Demostrar: (a<b A b<c)ana=c= b=c
(¢D)] (a<b A b<c)ana=c P
(2) a<b A b<c S1
(3) a=c S1
4 c<b A b<c 12,3
(5) (c<b Ab<c)v b=c traduccion 4
(6) —(c<b A b<c) P
(7) b=c TP5,6
1(8) (a<b A b<c)na=c= b=c. CP1,7
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Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar quesi a<b y b<c,y a=centoncesb =c.
ME)@R)Sea a<b y b<c,y a=c. 4Entonces c<b y b<c. (5Es decir,
O c<by b<c o b=c. (6 (7)Debido a que no es posible c<by b<c,
entonces se deduce b =c, (8)que era lo que queriamos demostrar.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar quesi a<by b<c,y a=centoncesb =c.
Seaa<byb<c,y a=c.Entonces c<b y b<c.Esdecir, O c<by
b<c o b =c. Debido a que no es posible c< by b<c, entonces se
deduce b = c, que era lo que queriamos demostrar.

7. a) Para todo real a'y b tenemos a’+ b*>0.
b) Siay b nosonambos cero, entonces a®> + b*>0

I ELD a)
Demostrar: (¥a,be R) = a°+ 5% 30

(1) a,beR p

(2) a=0v a=0 1

) b=0v b0 1

4) a=0= a’=0 P

(5) az0= a’>0 Teorema 1.20
(6) a2=0v a?>0 DS 2,4,5
(7) a’>0 6

) b=0= b2=0 p

(9) bx0= b°>0 Teorema 1.20
(10) b2=0v b?>0 DS 3,4,5
(11) b>>0 10

(12) a?+ b2 >0 17,11, Ax.7
(13) (Ya.be R) = a’+ b >0 CP 1,12

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que para todo a y b reales, a® +b* > 0.
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(1)Sean a y b reales cualesquiera. (2)@3)Entonces a=00a=0y b=0o0
b=0.@#@)Si a=0, entonces a®> =0 ysi a=0, entonces a’> 0 (Teorema

1.20). (6) (n)Asi que

a?>0. (®

®)9)De igual manera, si b =0, entonces b®> =0 ysi b=0, b*>>0.
(10)11)De donde

b?>0. (*¥)
(12) 13)De (*) y (**) se concluye que a’+ b* >0 (Axioma 7).

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que para todo a y b reales, a® +b* > 0.
Sean a y b reales cualesquiera. Entonces a=00a=0y b=00 b=0.
Si a=0, entonces a® =0 ysi a=0, entonces a*> 0 (Teorema 1.20). Asi
que

a’>0. (%
e igual manera, si b =0, entonces b> =0 ysi b= 0, b®>> 0. De donde

b2>0. (*¥

De (*) y (**) se concluye que a®+ b®> >0 (Axioma 7).

. ELD b)
Demostrar: a=0Ab=0=a’+b*>0

(¢D)] az0Ab=0 P
(2) a0 s1
(3) az0 = a’>0 Teorema 1.20
(4) a?>0 PP 2,3
(5) b=0 S1
(6) b=x0= b*>0 Teorema 1.20
@) b?>0 PP 5,6
(8) a’+ b’>0 14,7,AX.7
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19 a#0Abz0=a*+b*>0 CP1,8

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

WEE)DE)E)T)E)©SI a=0y b=0,entonces a°>0 y b*> 0 (Teorema
1.20)y a® + b*>0 (Axioma 7).

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Si a=0yb=0,entonces a*>0 y b*>0 (Teorema 1.20)y a®> + b*>0
(Axioma 7).

8. No existe un numero real a tal que x <a para todo real x.

ELD porRAA
Demostrar: No existe un numero real a tal que
x < a para todo real x.
Traduccion: | (JaeR)(VYX)(x < a)

(1)  (FaeR)(VX)(X<a) P
(2) 2a<a 2a/x,1
B) 2<1 2

(@) 1(@aeR)(VX)(x<a) RAA 1,3

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)Supongamos lo contrario; esto es, que existe un numero real a tal que
x < a para todo real x. (2) En particular, para x = 2a se tiene 2a < a; es decir
que 2 <1, (3)) lo cual evidentemente es una contradiccion.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Supongamos lo contrario; esto es, que existe un nimero real a tal que x < a
para todo real x. En particular, para x = 2a se tiene 2a < a; es decir2<1, lo

cual evidentemente es una contradiccion.

9. Si x tiene la propiedad 0< x< h para todo namero real positivo h,
entonces x =0.
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I ELD
Demostrar: x =0
Por RRA

(1) 0<x<h, vh>0 P
(2) x#0 P
(3) Xx>0v x<0 |2, Ax.8
4) x>0 P
(5) 0< x< X x/h, 1
(6) —(x>0) RAA 4,5
(7) x<0 P
8) -x>0 7
9) 0<x< =X —x/h, 1
(10) —(x<0) RAA 7,9
(12) —(x>0) A =(x<0) A 6,10
(12) - (x>0 v x<0) DL11
(13) x>0 vx<0) A—=(x>0vx<0) A312

1(14) x=0 RAA 2,13

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) (2)Sea
0<x<h, vh>0, (*)

y supongamos lo contrario, esto es, x = 0. (3)Entonces, por Axioma 8,
x>00x<0. (*%

) (5)Si x > 0, entonces especificando x para h en (*) , se obtiene 0< x< X,
lo cual es un absurdo. (6)Por lo tanto, no es posible x > 0. (7) 8)Si x< 0,
entonces —x> 0 (9) y especificando en (*) —x par h, se obtiene 0< x<
—X, lo cual también es un absurdo . (10)Por lo tanto, tampoco es posible x <
0 .(11) (12)Asi que no es posible la disjuncion x>0 o0 x < 0. (13) Pero esto
contradice (**).(14)Luego x = 0.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea
0<x<h, vh>0, (*)

y supongamos lo contrario, esto es, x = 0. Entonces, por Axioma 8,
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x>0 0 x<0. (*%

Si x > 0, entonces especificando x para h en (*) , se obtiene 0<x< X, lo
cual es un absurdo. Por lo tanto, no es posible x >0 . Si x < 0, entonces
—x> 0 vy especificando en (*) —x para h, se obtiene 0< x< —Xx, lo cual
también es un absurdo . Por lo tanto, tampoco es posible x < 0 . Asi que no

es posible la disyunciéon x>0 o x < 0. Pero esto contradice (**). Luego
x=0.

10. ab<o < (a>0 Ab<0) v (a<0 A b>0)

ELD
Demostrar ab<o < (a>0 A b<0) v (a<0 A b>0)

<) (1) (a0 Ab<0) Vv (a<o A b>0) P
(2) a>0 A b<o P
(3) aeP A-beP traduccion 2
4) a(-b)e P I3, Axioma7
(5) a(-b) = —(ab) teorema 1.12
(6) —(ab) e P 14,5
(7) ab<o traduccion 6
(8) a>0 A b<o = ab<o CP 2,7
9) a<o A b>o P
(10) —aePAbeP traduccion 9
(11) (-a)beP 110, Axioma 7
(12) (—a)b =—(ab) Teorema 1.12
(13) —(ab) e P 111,12
(14) ab< o traduccion 13
(15) a<o Ab>0 = ab<o CP 9,14
(16) ab<ov ab< o0 DS 1,8,15
@17 ab<o Dp 16

1, (18) (a>0 A b<0) v (a<o A b>0) = ab<o CP 1,17

=) (19) ab<o P
(20) —(ab)eP traduccion 19
(21) —(ab)>o0 traduccion 20
(22) (-a)b>o0 112,21
(23) (ra>0Ab>0)v(-a<o Ab<o0) 22
(24) (a<oAb>0) v (a>0Ab<0) 23
(25) (a>0 Ab<0) v (a<o A b >0) Cl 23

1, (26) ab<o= (a>0 A b<o0) v (a<o A b>0) CP 19,25
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1 (27) ab<o < (a>0 A b<0) v (a<o A b>0) LB 18,26

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que ab<o < (a>0 Ab<0) v (a<o Ab>0).

<) (1Sea (>0 A b<o) v (a<o A b>0) . (2)Supongamos la alternativa a>o
A b<o. (3)@)Entonces a(-b) es positivo. (5)6)Esto implica que —(ab) es
positivo debido a que a(-b) =— (ab) ;(7) (8)luego ab<o.

(9)Supongamos ahora la otra alternativa, esto es, a<o A b>0. (10)
(11)Entonces (—a)b es positivo. (12) Pero (—a)b =—(ab), (13)luego —(ab) es
positivo. (14) (15)Es decir ab< o . (16) (17)Entonces cualquiera sea la alternativa
que se considere, yasea (a>0 A b<o) 0 (a<o A b>0), el resultado es el
mismo, a saber, ab< o. Por lo tanto

(a&>0Ab<o)v(a<oAb>0) = ab<o (*)

=) (19)Sea ahora ab<o. (20)Entonces — (ab) es positivo, (21)es decir, — (ab) >
0. (22)Pero (—a)b = —(ab), luego (—a)b> o . (23) Esto implica (- a>0 A b >0)

0 (-a<o0 A b<0), (24) es decir, (a<o A b >0) 0 (a>0 A b< 0). (25) O sea (a>0
Ab<0) v (a<o A b >0). (26) Por lo tanto

ab<o= (a>0Ab<o)v(a<oAb>0) (**)

27) De (*) y (**) se tiene la equivalencia ab<o < (a>0 A b<0) v (a<o A
b>0), que era lo que queriamos demostrar.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Vamos a demostrar que ab<o < (a>0 A b<0) v (a<o Ab>0).

<) Sea (a>0Ab<0) v (a<oAb>0).

Supongamos la alternativa a >0 A b <0. Entonces a(-b) es positivo. Esto
implica que — (ab) es positivo debido a que a(-b) =—(ab) ; luego ab < o.
Supongamos ahora la otra alternativa, esto es, a < 0 A b > 0. Entonces
(—a)b es positivo. Pero (—a)b =—(ab), luego —(ab) es positivo. Es decir
ab <o.
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Entonces cualquiera sea la alternativa que se considere, ya sea (a>0 A b<0)
0 (a<o A b>0), el resultado es el mismo, a saber, ab < 0. Por lo tanto

(@&>0Ab<o)v(a<oAb>0) = ab<o (*)

—) Sea ahora ab<o. Entonces —(ab)es positivo, es decir, —(ab)> o.
Pero (—a)b = —(ab), luego(—a)b>o0. Esto implica (-a>0 A b>0) o
(-a<o Ab<o0), es decir, (a<o Ab>0) 0 (a>0 Ab<0). Osea (a0 Ab<0)
0 (a<o A b>0). Por lo tanto

ab<o= (@a>o0Ab<o)v(@a<oab>0) (**%

De (*) y (**) se tiene que ab<0 < (a>0 A b<0) v (a<0 A b>0), que era lo
que queriamos demostrar.
11. No existe un enteroentre 0 y 1
ELD porRAA
Demostrar : no existe un enteroentre Oy 1
Traduccién : [(3aeZz)(0<a<1)

1) (JaeZ)(0<a<l) P
2 A={n/n>a} A S={a,atl,at2,...} P
3) S c A puesto que: 2

meS— m >a
m>a—> meA

* meS—> meA

4) ae$S 2

(5) (Vk eA)(k €S = k+1 €9) 2

(6) (ScA)A[aeSA(VkeA) (keS = k+1eS)] =S =A Ax.de Induccion
(7) (ScA)A[aeSA(Vk eA)(keS > k+l €9)] A345

(8) S=A PP 6,7

9) a<l S1

(10) atk < k+1 9
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(11) k+l<a+k+1 P
(12) atk <k+l<a+tk+1 10,11
(13) k+1¢S 2,12
(14) a<k+1 9
(15) k+1leA 2,14
(16) k+1leS 18,15
(17) k+1eS A k+1gS A 13,16
1(18) l(Faez)(0<a<1) RAA 1, 17

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) Supongamos lo contrario; es decir, existe un entero atal que 0 <a< 1.
@ SeaA={neZ [/ n>a} y S={a atl, at2, ..}
3) Afirmo que
Sc A (1)
ya que si meS, entonces m>a; y por lo tanto meA. (4) Por definicion de

S, se tiene claramente que

ae$S ()
(5) También es claro que
(Vk eA)(k €S > k+1 €9S) ()
6)(7)@8) De (1), (11) y (I11), y por el axioma de induccién se deduce
S=A (V)
(9) (10) Puesto que por hipotesis a < 1, es claro que
atk < k+1 (V)
(11) También es claro que
k+l<a+(k+1) (VI)
(12) De (V) y (VI) se tiene que
atk < k+l<a+(k+1) (v

(13) De la anterior desigualdad y por definicion de S, se deduce que
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k+1¢S (VI
(14) Ahora a<k+ 1 yaque, por hipotesis, a< 1.
(15) Por lo tanto
k+1leA (1X)
(16) De (IV) y (VIII) se obtiene
k+1le S

(17) Pero esto contradice el resultado obtenido en ('VIII).
Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos lo contrario; es decir, existe un entero atal que 0 <a< 1.
SeaA={neZ / n>a} y S={a atl, a+2,..}
Afirmo que

Sc A, (1)

ya que si mesS, entonces m>a; y por lo tanto meA. Por definicion de S,

se tiene claramente que

ae$S ()
También es claro que
(Vk eA)(k €S > k+1 €9S) (r
De (1), (1) y (111), y por el axioma de induccion se deduce
S=A (V)
Puesto que por hipotesis a < 1; es claro que
atk < k+1 (V)
También es claro que
k+l<a+(k+1) (V1)
De (V) y (VI) se tiene que
atk < k+l<a+(k+1) (v

De la anterior desigualdad y por definicidn de S, se deduce que
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k+1¢S (VI
Ahora a<k+1yaque, por hipotesis, a< 1.
Por lo tanto
k+1leA (1X)
De (IV) y (VIII) se obtiene
k+1le S

Pero esto contradice el resultado obtenido en ( VIII).

12. Una coleccion de 500 numeros reales posee la siguiente propiedad:
. , . 1
cualquier numero de esta coleccion es mayor que c de la suma de los

restantes.  Encontrar la cantidad minima de nUmeros negativos que
pertenecen a la coleccidn.

I ORGANIZACION DE LA ACTIVIDAD PRACTICA.

1. Traduccién del enunciado del problema al lenguaje matematico.

1
S= {X1X2m X500| X >E(X1 T Xy T X+t Xsoo) }

2. Forma de trabajo. Como la respuesta es 7 entonces:
a. Verifico que la coleccion de siete —1's pertenece a la coleccion S; lo
. 1 6
cual es cierto ya que -1> g(-1-1-1-1-1-1): =

b. Demuestro que la cantidad minima de negativos de S es 7.

3. ELD
Demostrar: la cantidad minima de nimeros negativos de S es 7.
por RAA
1

(1) x, es<—>xn>€(x1+x2+..+xnfl+xn+l+..+x500) P
(2) La cantidad minima de negativos de S es menor que 7 P
(3) X, Xy, . Xs€5; X, <0 P, 2
(4) X;<X,<.. . SXg A 05X, X, .S Xgg ordenando S
(5) X,<X,, X SX5, X, X, Xy X, XS X, 4
(6) 5X, <X, + X+ ... +X, 5
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(7) x,< % (X, + X+ .. 4 Xq) 6
(8) X, + Xg+...4 Xg,>0 4
9) x1<é(x2+x3+...+x6+x7+ oot Xggo) 7,8
(1O)x1>%(x2+x3+..+x500) 1/n,1
(11) x,< %(x2+x3+..+ Xgoo) A X > %(x2+x3+..+ Xe00) A 9,10

(12) No es cierto que la cantidad minima de nimeros negativos de S es
menor que 7 RAA 2,11

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(2) Supongamos que la cantidad minima de nimeros negativos de S es
menor que 7. (3) Sean X,, X,, ..., X, estos nimeros. (4) Ordenando los

numeros de la coleccion obtenemos X, <X,<... <X, ¥y 0 <X, <...<
Xs00- (5)(6)(7) Sumando las desigualdades x,< X,, X;< X5, .. ., X;< X,

1 . 1
obtenemos X, < g( X,+.+ X¢). ()9 Y con mayor razon X,< g( X,+
Xat ... Xt X, + ...+ Xg); (10)21) lo que contradice la hipdtesis x, >

1 . . .
g( X, +..+ Xg00). (12) Por lo tanto, S tiene al menos 7 nimeros negativos.

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos que la cantidad minima de nimeros negativos de S es menor
que 7. Sean X,, X,, ..., X, estos niameros. Ordenando los nimeros de la

coleccion obtenemos X, <X, <... <X, Y 0 <X, <...<Xq-

Sumando las desigualdades
X <Xy, X <X, oy X< X,

1
obtenemos X, < = (X, +.4Xg)
5
. 1 _
y con mayor razon X, < g(x2+x3wL T XX L+ Xggo)s

. s 1 .
lo que contradice la hipotesis x, > g( X, +..+ Xo). Porlotanto, S tiene al

menos 7 nUmeros negativos.
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EJERCICIOS I

1. Sea el conjunto C={a+b/acAybeB}. Si Ay B tienen cada uno
supremo, entonces C tiene supremo, y Sup C= Sup A + Sup B.

. ELD

Demostrar Sup C = SupA + Sup B

(1) A tiene Supremo

(2) B tiene Supremo

(3) C={atb/aeAybeB}

(4) ceC=>c=a+b,conacAyhbeB
(5) a<SupA A b<SupB

(6) c<SupA+SupB

(7) Sup A + Sup B es una cota superior de C
(8) C tiene Supremoy SupC <SupA+SupB

ooﬁ_U-U

[HEN
N

45
6
7, Axioma 10

(9) Stiene Supremo = x > Sup S-h, p.a. xeS,Vh>0  Teorema

(10) Atiene supremo= a>Sup A l
n

(11) B tiene Supremo = b>SupB-£,
n
(12) a>SupA-i
n
1
(13) b>SupB-—
n
(14) a+b>Sup A+ Sup B-g
n

(15) SupA+supB<a+b+%

(16) a+b< SupC
(17)5UDA+SupB<a+b+%sSupC+%
(18) SupC<SupA+SupB

(19)Sup C < SupA+SupB<SupC+%

NsalxS/h.o
n

B/S bix S /h. o
n

PP 1,10
PP 2,11
12,13

14

4
15,16

F
17,18
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(20)a3x3a+lz>x:a;n21 Teorema
n

(21) SupC<SupA+SupB<SupC +g = Sup C= Sup A+ SupB
n

SupC/a,Sup A+SupB/x, 2/y en 20
(22) Sup C=Sup A+ Sup B PP/ 9,21

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)2) Supongamos que A y B tienen cada uno Supremo. (3)@) Si ceC,
entoncesc =a+b,donde a€ A y b e B. (5))Porlotanto ¢ <Sup A +
Sup B. (7) Esto quiere decir que Sup A + Sup B es una cota superior de C.
@8) De esto podemos afirmar que C tiene Supremoy que Sup C<Sup A +
Sup B.

(9)(10)(11)(12)(13) Ahora, sea n un entero positivo cualquiera. Por el teorema

1.32 (conh :i) existeun aen A y un benB tal que a>Sup A -l,
n n
b>Sup B L (14)(15)(16)(17) Sumando estas desigualdades, obtenemos
n

a+b>SupA+SupB-g ySupA+SupB<a+b+g<SupC+g ya
n n n
que a+b < Sup C.

(18)(19)(20) Puesto que Sup C < Sup A + Sup B, hemos demostrado que
SupC<SupA+SupB< SupC+ 2 para todo enteron > 1.

n
(21)(22) Por el teorema I. 31 tenemos que Sup C = Sup A + Sup B.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos que A y B tienen cada uno extremo superior. Si ceC,
entoncesc =a+b,donde ae A y b e B. Porlotanto ¢ < Sup A + Sup B.
Esto quiere decir que Sup A + Sup B es una cota superior de C. De esto
podemos afirmar que C tiene Supremo y que Sup C < Sup A + Sup B.

. : 1
Ahora, sea n un entero positivo cualquiera. Por el teorema 1.32 (con h ==)
n

existeun aen A y un benB tal que a>SupA—l, b>SupB—£.
n n

Sumando estas desigualdades, obtenemos a + b > Sup A + Sup B — 2 y
n
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SupA+SupB<a+hb+ % < SupC+% yaque a+b< SupC.

Puesto que Sup C < Sup A + Sup B, hemos demostrado que Sup C < Sup
A+ SupB< SupC+ 2 para todo entero n > 1. Por el teorema I. 31
tenemos que Sup C = Supr)A + Sup B.

2. Si A y B son subconjuntos de R* acotados Superiormente y C ={xy /
xeA, yeB} entonces Sup C = Sup A. Sup B.

l. ELD
Demostrar: Sup C =Sup A. Sup B
(1) A subconjunto de R*acotado superiormente P
(2) B Subconjunto de R™ acotado superiormente. P
(3) C={xy/xeA, yeB} P
(4) a=SupA 1, Axioma 10
(5) b=SupB 2, Axioma 10
(6) ceC=c=xy 3
(7) o<x<a 4
(8) o<y<b 5
(9) o<xy<abVxeA, VyeB 7,8
(10) C esta acotado superiormente y ab es cota superior 9
(11) o<ab-—xy=a(b-y)+y(a—x) 9
(12) ab-y)+y(@a-x)<(@+1)(b-y)+(b+1)(a-x) P
(13) Dadoh>03x, e Aio<a-Xx, <h
Dados>0 3y, e B:o<b-y, <s traduccion 4,5
(14) I3x,eA ATy, eB:
E E
o<a-Xx;< 20+1) b+l )/h ,13
1 E
0<b-y, < 2 (a+1) 2(a+1)/s'13
(15)o<ab-xy <(a+1)(b-y)+(b+1)(a-x) 11,12
(16) o<ab-x,y, <(a+ 1)(b -y, )+ (b+ 1)(a -X,) X, /%, y,ly,15
(17) o<ab-x,y, <(a+l)—— (a ) + (b+l) — (b 1) 14,16
E E
(18) o<ab-x,y,< 3+ E:E 17
(19) ab-E<x,y, < ab 18,9
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(20) ab=Sup C 6,19
(21) Sup C=Sup A. SupB 45,20

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

1)@E)AG)6)(7)(®)
En efecto, sean a = Sup A, b=Sup B entonces, puesto que:

o<x<a paratodox € A

0<y<b paratodox € B
(9) Se tiene: 0 < Xy < ab, paratodo x € A, paratodoy € B.
(10) Con lo cual C esté acotado superiormente y ab es una cota superior.
(11)(12) Ademas

o<ab—xy=a((b-y)ty(a—x)<(@+1)(b-y)+(b+tl)(@a-x) (1)
para todox € A, paratodoy € B.

(13)14) Puesto que a y b son extremos superiores de Ay B respectivamente,
dado eso existen X, € A,y, € B tales que

E
2(b+1)

o<a-X; <

(1)

0<h-y, < ——

Vi 2(a+1)
@s)@se)(17)(18)De (1) y (1) se tiene que

o<ab-x,y, < E
(19) y por lo tanto
ab-E<x;y, <ab

(20)21) o seaab =Sup C y Sup C = Sup A. SupB
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
En efecto, sean a = Sup A, b=Sup B entonces, puesto que:

o0<x<a paratodox € A
0<y<b paratodox € B
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Se tiene: 0 < Xy < ab, paratodo x € A, paratodoy € B. Con lo cual C esta
acotado superiormente y ab es una cota superior. Ademas

o<ab-xy=a(b-y)ty(@a—x)<(a+1)b-y)tb+l)a—x) (1)
para todox € A, paratodoy < B.

Puesto que a y b son extremos superiores de A 'y B respectivamente, dado
eso existen x, € Ay, € B tales que

o<a-X; <

2(b +1)

(1)
0<b-y, < m
De (1) y (I1) se tiene que

o<ab-x,y, < E
0 sea
ab-E<x,y, <ab

y por lotanto ab =Sup C y Sup C = Sup A. SupB
3. El producto de dos enteros impares es impar.

I ORGANIZACION DE LA ACTIVIDAD PRACTICA.

a) Traduccion al lenguaje Logico:
X ey sonimpares = Xy esimpar.

b) Interpretacion. El razonamiento: x es impar
y esimpar
> Xy es impar

es valido.

c) ELD

Demostrar: Xy es impar
Traduccion: xy =2k+1p.ak €Z
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(1) x esimpar P

(2) 'y esimpar P

(3) x=2n+l,p.aneZ traduccion (1)
4 y=2m+1, pameZ traduccion (2)
(5) xy=(2n+1)(2m+1) 13,7

(6) (2n+1)(2m+1) = 2(2nm+n+m)+i P

(7) k=2nm+n+m P

(8) (2n+1)(2m+1)=2k+1 16,7
(9) xy=2k+1 15,8

(10) xy esimpar traduccion 9

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)(2) Sean x e y enteros impares. (3)(4) Por definicién de nimero impar,
existen enterosn y m tales que x =2n+1,y=2m+1. (5)(6) Entonces:

Xy = (2n+1)(2m+1)
= 2(2nm+n+m)+1

(7)(8)(9)(10) Haciendo k = 2nm+n+m; se obtiene xy = 2k+1 con keZ; es
decir que Xy es un entero impar.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sean x e y enteros impares. Por definicion de nimero impar, existen
enterosn y m tales que x =2n+1, y=2m+1. Entonces:

Xy = (2n+1)(2m+1)
= 2(2nm+n+m)+1

Haciendo k = 2nm+n+m, se obtiene xy = 2k+1 con keZ; y esto quiere
decir que Xy es un entero impar.

GENERALIZACION:
4. Para cualquier n > 2 .El producto de n enteros impares es impar
l. ORGANIZACION DE LA ACTIVIDAD PRACTICA.

a) Simbolizacion de la proposicion
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P : El producto de n enteros impares es impar.
Si {a,,a,,.,a, }esunconjunto de n enteros impares
Entonces p,:a,x a, x ... x a, esimpar. Para n>2

b) Hay que demostrar (Induccién matematica) :

1) p,:a,x a, esimpar
2) p, = P, €scierta

€) Ya esta demostrado p,. Demostremos p, = p,.,

ELD
Demostrar :a,; x a, x ... x a, esimpar = a; x a, X ... X a, Xa,,; esimpar.

(1) a,xa,x...xa, esimpar P
(2) a,,, esimpar P
(3) (@a,xa,x...xa,)xa,,, es impar 1,2,c)
4) A, X8, X ...xa, X8, =@/ xa,x...xa,)xa,,

(5) a,xa,x...xa, xa,, esimpar 13,4

(6) a,xa,x...xa, esimpar = a, x a, x ... x a, xa,,, esimpar P14
Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) Seana, a,,..,a,,a,, enterosimpares. Por hipotesis, a,x a, x ... x
a, esimpar. (2) 3 Comoa,,, esimpar, entonces (a,x a, x ... x a,)
xa,,, es impar, yaque hemos probado que el producto de dos nimeros

impares es impar.
@) Pero a;xa,x...xa, xa,,; =(@;/xa,x...xa,)xa,,,.

) (6) Luego, a,xa, x ...xa, xa,,, esimpar.
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Seana, a,,..,a,,a,,, enterosimpares. Por hipotesis,a, x a, x ... x a,
esimpar. Comoa,, esimpar, entonces (a,x a,x ...x a,) Xa, 4

es impar, ya que hemos probado que el producto de dos nimeros impares
esimpar. Pero a,xa,x...xa, xa,,, =(@;xa,x...xa,)xa,,.
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Luego, a,x a,x ...x a, xa,,, esimpar.

5. \/5 es un nimero irracional

ELD
Demostrar: /2 es un niimero irracional
(Por RAA)
1) V2 no es un nimero irracional P
(2) V2 es racional traduccién 1
3) 2 =% con(m,n)=1 traduccion 2
m2
4) 2= e 3
(5) m*=2n° 4
(6) m?® esdivisible por 2 5
(7)  m? esdivisible por 2 = m es divisible por 2 P
(8)  mesdivisible por 2 PP 6,7
9 m=2k pak ez traduccion 8
(10)  2n? =4k? I 59
(11) n?=2k° 10
(12) n? esdivisible por 2 traduccion 11
(13)  nesdivisible por 2 n/m PP 7,12
(14) 2/my 2/n A 8,13
a5 (mn)=1 14
(16) (mn)=1A (mn)=1 A 3,15
(16) V2 es irracional RAA 1,15

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)Supongamos lo contrario; (2) esto es J2  es racional. (3) Entonces
. m

existen enterosn y m tales que ¥2 =— con (nm)=1; oseaque m y n
n

no tienen factores comunes distintos de 1. (4) Elevando al cuadrado ambos
2
. ., . m
miembros de esta ecuacion, se obtiene 2 = —-.
n
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(5) De donde
m? =2n? )

(6) es decir que m? es divisible por 2; (7)(8) lo que implica que
m es divisible por 2. (1)

(9) Por lo tanto m = 2k para algin entero k. (10) Elevando al cuadrado
ambos lados de esta ecuacion se tiene

m? =4k’ (11)

1) De () y (I11) se deduce que n® = 2k?; (12) queriendo decir esto que
n’ es divisible por 2; (13) lo que implica que

n es divisible por 2 (1Vv)

(14) De (1) y (IV) se deduce que m y n tienen factor comun 2; (15) o sea
factor comdn distinto de 1. (16) Pero esto contradice el supuesto de que m

y n no tienen factores comunes distintos de 1. Por lo tanto V2 esun
ndmero irracional.

Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos lo contrario; esto es V2 es racional.  Entonces existen
m

enterosn y m tales que ¥2 =— con (h,m)=1; oseaque m y n no
n

tienen factores comunes distintos de 1. Elevando al cuadrado ambos

m2

miembros de esta ecuacion, se obtiene 2 = —-. De donde
n

m? =2n° (1
es decir que m?es divisible por 2; lo que implica que
m es divisible por 2. (1

Por lo tanto m = 2k para algun entero k. Elevando al cuadrado ambos
lados de esta ecuacién se tiene

m? =4k’ dn
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De (1) y (I11) se deduce que n? = 2k?; queriendo decir esto que n? es
divisible por 2; lo que implica que

n es divisible por 2 (1Vv)

De (I1) y (IV) se deduce que m y n tienen factor comun 2; o sea factor
comun distinto de 1. Pero esto contradice el supuesto de que m y n no

tienen factores comunes distintos de 1. Por lo tanto \/E es un numero
irracional.

6. Sea f(x) =x°+ax+b paratodo x.

Hallar los valores a y b tal que la recta y = 2x es tangente a la grafica f en
el punto (2,4).

l. ELD
Determinara=? b="?
(1) f(x)=x*+ax+b paratodox
(2) y=2x estangente a Graf (f) en (2,4

(3) y=mx+ cestangente a Graf (f) en (x,,y,) = m=1"(x,) P
(4) (y=2x estangente a Graf (f) en (2,4) = 2=f(2) 2/m, Ofc, 2/x o, 4ly 4, (3)
(5) 2=17(2) pp 2,4
(6) f'(x)=2x+a, Vx 1
(7) f'(2=4+a 2/x, 6
8 2=4+a | 57
9 a=-2 8
(10) f(2) =4 vyaque (2,4)eGraf (f) P
(11) f(2)=4+2a+b 2Ix, 1
(12) 4=4+2a+b 1 10,11
(13) b=4 19,12
(14) a=-2Ab=4 A9,13

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

@Sea f(x) = x*+ax+b paratodo x. (2)3)@4)) Puesto que la recta y = 2x es
tangente a la gréfica de f en (2,4) entonces

f/(2) =2 0)
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(6)(7)(8) como f’(x)= 2x + a, para x = 2 se tiene
f’(2)=4+a (1
) De (1) y (I1) se deduce a=-2
(10)(11)(12) Como (2,4) esta en la gréfica de f, tenemos que 4 = f(2), es decir,
4=4+2a+bh,
(13)14) de donde b=4 yaque a=-2
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea f(x) = x*+ax+b paratodo x. Puesto que la recta y = 2x es tangente a
la gréfica de f en (2,4) entonces

f(2)=2 )
como f’(x)=2x + a, para X = 2 se tiene
f'(2)=4+a (m
De () y (1) se deduce a=-2
Como (2,4) esta en la gréfica de f, tenemos que 4 = f(2), es decir,
4=4+2a+b,

dedonde b=4 yaque a=-2
7. Z(Zk—l)=n2
K=1

Ayuda: 2k -1=k? —(k-1)?

ELD
Demostrar Y (2k —1)=n’
K=1
1) 2k-1=k?—(k-1)? p
2 a =k P
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@) a,=(k-1’ 2

@4  Da-a,=a, -3 p. telescopica
1

() Zn:(zk ~1)= Zn:ak —a,, 1,2,3

K=1
() D (2k-1)=n’ 1 1,4; n/k,0/k, 2
K=1
n n®> n
8 Zk = —+E
1
ELD
n n®> n
Demostrar > k =-—+—
1 2 2
n 1 n 1 n
D) Dk==>(2k-D+=>1 P
k=1 2 k=1 2 k=1
(2) Z (2k —1)=n? Ejercicio anterior
K=1
(3) D 1=n P
k=1
n 2
C@ o Yk=L.n 11,2,3
v 2 2

9. Hallar los valores de las constantes a, b, y ¢ para los cuales las gréaficas
de los dos polinomios f(x) =x?+ax+b y g(x) =x>-c se interceptan en
el punto (1,2) y tienen la misma recta tangente en ese punto.

1. ELD

Determinara=? b=? ¢c="?

(1) f(x)=x*+ax+b P
2) g(x) =x>-c P
3) Las graficasde f y g se interceptanen (1,2) P
4) Las graficasde f y g tienen la misma recta tgteen (1,2) P
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G) fng={12)}

(6) f(1)=9g(1)=2

(n  f)=910)

(8) l+a+b=1-c=2
Q) f(x)=2x+a

(10)  g'(x) =3x°

(11) 2+a=3
(12) a=1
(13) c=-1
(14) b=0

(15) a=1Ab=0Aac=1

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Traduccion 3
Traduccion 5
Traduccion 4
1,2,7
1
2
1/x 17910
11
8
8,12

A 12,13,14

M@E)@)E) Sean f(x) =x*+ax+b y g(x) =x*- ¢ dos polinomios que se
intersectan en (1,2) y tienen la misma recta tangente en este punto. (6) (7)

Entonces
f(1)=9(1)=2 (1
y
1) =g"(1) (1
@8)De (1) se tiene
l+a+b=1-c=2 (1

(9) (10)a1)(12)y de (1) se tiene
2+a=3,de dondea=1.
(13)14)(15)Reemplazando este valor en (111) se obtiene b = 0,

de dondec =- 1.
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sean f(x) =x*+ax+b y g(x) =x>- c dos polinomios que se intersectan
en (1,2) y tienen la misma recta tangente en este punto.

Entonces
f1)=9(1)=2 )
y =9 (1
De (I) se tiene
l+a+b=1-c=2 1)

y de (I1) se tiene
2+a=3de dondea=1,

Reemplazando este valor en (111) se obtiene b =0, de donde ¢ =-1.

10. Demostrar que : La recta y = -x es tangente a la curva dada por la
ecuacion y=x%—6x° + 8x,

a) Halle los puntos de tangencia.
b) Esta recta tangente intercepta la curva en otra parte?.

I. ORGANIZACION DE LA ACTIVIDAD PRACTICA

ELD

Demostrar: y =-Xx estangentea y = x> —6x° + 8x.
(1) y=mx+p estangentea y =f(x) <> m =f1(x) P
(2) y=-xestangenteay=x>—6x> +8x <> -1=3x"-12x+8
(3) 3x*-12x+8=-1¢< x=3,x=1 P
(4) x=3,x=1<y=-xestangenteay = x*> —6x° + 8x 23
(5) y=-xestangenteay =x°> —6x> +8xenlospuntos x=3 y x=1 (4)
(6) y=mx + pinterceptaay = f(x) <> mx + p = f(x) P
(7) y=-x interceptaay = x° —6x° + 8x

sii —x=x°—6x°? +8x Especificacion Universal en 6
(8) -x=x°—-6x* +8x <> x(x®—6x>+9)=0

> x=0v x=3 P

(9) y=-xinterceptaay =x> —6x° +8«>Xx=0vX=3  transit. de (7)y(8)
(10) Larectay = -x interceptaalacurva y=x° —6x° + 8x
enlospuntosx=0y x=3 traduccion 10
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Il. SOLUCION EN LENGUAJE FORMAL CON LA AYUDA DEL
ELD.

(2) La recta y = -x es tangente a la curva y = x* — 6x* + 8x puesto que la
ecuacion —1 = 3x?— 12x + 8 tiene solucién.@)@)s) Ahora, esta ecuacion
implica que x = 3, x = 1; lo cual quiere decir que la recta y = —x es tangente
a la curva en estos puntos, o sea en {(3,-3),(13) }®)©)(0) Como —x = x* —
6x° + 8x implicaque x =0, x =3, esto quiere decir que larectay = —x
intercepta alacurvay =x* —6x* +8xenlospuntosx =0 y x = 3.

I11. SOLUCION EN LENGUAJE FORMAL SIN LA AYUDA DEL
ELD.

La recta y = -X es tangente a la curva y = x* — 6x> + 8x puesto que la

ecuacion —1 = 3x 2-12x + 8 tiene solucion. Ahora, esta ecuacion implica que
x =3, x =1; lo cual quiere deicr que larecta y = -x es tangente a la curva en

estos puntos: o sea en {(3,-3),(1,3) } Como —x = x® — 6x* + 8x implica que
x =0, x = 3, esto quiere decir que la recta y = -x intercepta a la curva y = x°
—6x* +8xenlospuntosx=0y x=3.

11. PROBLEMA

Unafuncién 7 esta definida como sigue:

2 sxic
f{x} =% (@b constantes)
ax+h X e

Hallar los valores de @ v & (en términos de ¢ tal que £'{c) exista

. ELD
Hallar los valores de ay b (en términos de c)
tal que f'(c) exista.

2 i x <
(1) Fixy=4" HESE ( a.b,c constantes) P
ax+hb sl re
(21 F7(c) existe < lim M=1im M 51 existen T
xSt X-0 x—=c~ x-c
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(3) tim 2T _ g, xYEmach

=lima =a (1)
w—3ct X—¢C >t x-c et
_ 1_ .12
R TAC A G N T Sl S PR (2)
H—C~ X—¢C H—»CT X —e¢  E—PCT
(5) f'(c)existe sii a=2c (2).(3).(4)
[1(6) f'(c) existe paraa=2cy b cualquiera. (1),(2),(3),(4),(5)

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

@) f'(c) existe si y solo si los limites laterales

fim TR =) gy ST

ret X—cC X—»c~ X-—c
existen y son iguales. (3) (4)

Porun lade lim M =
=t x-—c

¥ por otro, lim M =2c
X Ao

(5) (6)Entonces, para que exista f'(c) es necesario que a = 2c, y b puede ser

cualquiera.
Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

f'(c) existe si y solo si los limites laterales

fim TR =) gy ST

raet X—cC X—=c” x-—co

existen y son iguales.

Universidad de la Amazonia Florencia Caqueta COLOMBIA



Capullos y Flores de Pensamiento Formal Matematico

131

Porunlado lim M =
=t x-rc

¥ por otro, lim M =2c
x—n  X—C

Entonces, para que exista f'(c) es necesario que a = 2¢c, y b puede ser

cualquiera.

12. TEOREMA . Siry r,son las soluciones de ax* + bx + ¢ =0,

entonces
n+r, = b rr—C
1702 a’ 1'2 a

ELD

b
Demostrar (ry+ r;=-—) A rir=
a

(1) r1, r2 son las dos soluciones de la ecuacién ax* + bx + ¢ =0

_ —b++b*—-4ac ~_ —b-+b® —4ac
(2) = - , =
2a 2a
(3) +r —-L.FM_’_ __b_ﬂ
re 2a 2a 2a 2a

4) ntrp= —
a

A [—b+\/b2—4acJ(—b—\/b2—4ac}
112=
2a

(5) ”

b2 — (b2 —4ac): 4ac _c

6) rirp= —
©) 2a-2a 4a®> a
(7) r1r2=£
a
71(8) r1+r2:-E /\r1r2:E
a a

P

traduccion 1

A47
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Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) Sean r; y rp las dos soluciones de la ecuacion ax> + bx + ¢ =

0. @ Entonces r;=— b+\/b_ 4ac , = b—+b* —4ac (3) @) Por
2a 2a
lo tanto
2 2
r1+r2:-£+ﬂ+(—_b)+ _yb®-4ac| -b
2a 2a 2a 2a a
—b+\/b_2—4ac —b—\/b_2—4ac
G®EME) Yy rnr=( X )
2a 2a
~b® (b’-4ac) b* b’ | Aac
4a’® 4a’® 4a® 4a® 4dac
_b® b dac
4a® 4a’® 4a’c
_c
a

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sean r; y r, las dos soluciones de la ecuacién ax’> + bx + ¢ = 0.

_—b+«/b_2—4ac :—b—x/b_2—4ac

. T
2a ? 2a

Entonces r;=

De donde

a

b M{—bj{_MJ: “b

Mh+rnh=-—+ —
2a 2a 2a 2a

—b++/b? —4ac ., —b—+/b* —4ac
y rnr=( 5 ) )
a 2a
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b2 (b>-4ac) b®> b’ dac
= -t

4a’® 4a’® 4a®> 4a® 4ac

b*> b’ . 4ac

4a® 4a*® 4a’c

C
a
13. TEOREMA
Sir1y r, son las dos soluciones de la ecuacién ax® + bx +¢ = 0,
entonces ax? + bx + ¢ = a (X — rz)(X — ry).
ELD
Demostrar ax? + bx + ¢ = a (X — r2)(X — ry)
(1) 12y rison las dos soluciones de la ecuacion ax’* + bx +c=0 P

(2) ryyrisonsols.deax’+bx+c=r+r,=-bla Ar,rn=cla P

(3 ri+rp=-bla aAnnr,=cla PP 1,2
(4)  a(x—r)(x—r)=ax’—a(r + )X +anr P
(5) a (X — r)(x — 1) = ax* — a (-b/a)x +a(c/a) 13,4
6) a(x—r)(x—r)=ax’+bx+c 5
@) ax+bx+c=a(x—r)(X—r) 6

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) Sean ry y r, las dos soluciones de la ecuacion ax’ + bx +c¢=0. ) 3 Por
el teorema anterior ry+r;=-b/a y rir,=cla

4) (5) (6) Ahora reemplazando estas relaciones en a(x — r))(x — ry) = ax? —
a(ri+ r2)X +ariro , obtenemos a(x — r)(x —r) = ax* - a(-b/a)x + a(c/a) = ax?
+ bx + c.

(7 De donde ax® + bx + ¢ = a (X — r1)(X — I).
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sean r1 y r, las dos soluciones de la ecuacién ax* + bx + ¢ = 0. Por el
teorema anterior

rn+r,=-bla y rirp,=cl.
Ahora reemplazando estas relaciones en

a(X —r)(X—r2) =ax’ —a(r+ r)x + a o,
obtenemos
a(Xx— r)(x—rp) = ax® - a(-b/a)x + a(c/a) = ax? + bx + c.
De donde
ax’ +bx +c=a (x—r)(x—r).

14. TEOREMA DEL RESIDUO

Sea P un polinomio con coeficiente complejo y a cualquier nimero
complejo. Sea P(x) dividido por x —a tal que P(x) = Q(X)(x —a) + R, donde
R es un numero complejo. Entonces R = P(a).

Si P se divide por x — a entonces R = P(a).

l. ELD

Demostrar : R =P(a)

(1) P un polinomio sobre C P

(2) acC A (x—a)eC(x) P

B) PX)=QX)(x—-a)+R, ReC 1,2, Teo. 2

(4) P(@)=Q(a)(a—a)+R alx, 3
1(5) P(a)=R 4

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

1)) Sea P un polinomio sobre € y a un nidmero complejo. (3) Por el
teorema del algoritmo de la division, se sabe que existe polinomio Q y R tal
que
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P(x) =Q(X)(x—a) + R,

donde grado de R es que menor que 1. (4) Debido a que esta ecuacion se
tiene para todo complejo x, en particular se tiene para X = a. (5) Asi:

P@=Q(a)a—a)+R=R.
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea P un polinomio sobre C y a un nimero complejo. Por el teorema del
algoritmo de la division, se sabe que existe polinomio Q y R tal que

P(x) = Q(X)(x—a) + R,

donde grado de R es que menor que 1. Debido a que esta ecuacion se tiene
para todo complejo X, en particular se tiene parax = a. Asi:

P@=Q(a)a—a)+R=R.
15. TEOREMA DEL FACTOR :

El polinomio P es divisible por el polinomio x —a si ysolosi P(a) =0.

ELD,
Demostrar x—a|P = P(@=0
(1) Xx—alP P
(2) (3Q)(P = Q(x — a)) traduccion 1
(3) P@) =Q(a)(a—a)=0 alx ,2
4) P@=0 3
() x-alP=P@=0 CP 1,4

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) Supongamos que x — a divide al polinomio P(x). (2) Esto significa que

existe un polinomio Q tal que P(x) = Q(X)(x —a). (3) (4) (5) Debido a que esta
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ecuacion se cumple para todo X, especificamente para X = a, se tiene que

P(a) = Q(a)(a—a)=0.
Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos que x — a divide al polinomio P(x). Esto significa que existe
un polinomio Q tal que P(x) = Q(X)(x — a). Debido a que esta ecuacion se
cumple para todo X, especificamente parax =a se tiene que

P(a) = Q(a)(a—a)= 0.

l. ELD,
Demostrar: P(@)=0 = (x-a) Iz
(1) P(@) =0 P
(2) P(x)=(x-a) Q(x) +R P
(3) P(@ = R alx, 2
(4) R=0 11,3
(5) P(X)=(x—a) Q (x) 12,4
(6) (x—a) P Traduccién 5
1 (7) P(@)=0 = (x—a)|P CP 1,6

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) Sea P un polinomio sobre C tal que P(a) = 0 para algin complejo a. (2)
Por el teorema del algoritmo de la division existen polinomios Q y R tales
que

PX)=(x-a)Q(x)+R con R=0 ogradoR <grado (x —a)

@3) (4) Es evidente que P(a) = R y R =0 ( segun la hipotesis). (s) Por lo
tanto P(x) = (x —a) Q(X) . (6) (7) Es decir que x —a divide al polinomio P.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea P un polinomio sobre C tal que P(a) = 0 para algin complejo a. Por el
teorema del algoritmo de la division existen polinomios Q y R tales que

PX)=(x—a)Q(Xx)+R con R=0 ogradoR <grado (x —a)
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Es evidente que P(a) =R y R =0 ('segun la hipétesis). Por lo tanto

P(xX) =(x—2a) Q(x) . Esdecir que x—a divide al polinomio P.

16. TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO

Sea f una funcion continua en cada punto de un intervalo cerrado [a, b].
Sean dos puntos arbitrarios x,<X, en [a, b] tales que f(x,) = f(x,).

Entonces para cualquier K entre f(x,) y f(x, ) existe al menos un c entre el
intervalo (x,, X, ) tal que f(c) = K.

l. ORGANIZACION DE LA ACTIVIDAD PRACTICA

1. Interpretacion:

- Si f es continua en [a, b] y k es cualquier numero entre f(a) y f(b)
entonces existe al menos un numero c entre a 'y b tal que f(c)=k.

- EIl teorema afirma que si x toma todos los valores entre a y b, la
funcion f(x) debe tomar todos los valores entre f(a) y f(b).

- EIl teorema afirma también, que si f es continua en un intervalo
cerrado, no hay agujeros ni saltos en su grafica.

- Gréaficamente :

fla) |
fie1 )

fixz )
fib)

*
s
L
|
|
!
|
|
1
1
1
|
1
|
|
1
1
|
| T Y -

Fig. 2

Las funciones discontinuas, sin embargo, pueden no poseer la propiedad del
valor intermedio, como la comparacion de las figuras 1 y 2 pone de
manifiesto
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-Metaféricamente: Como ejemplo, considérese la altura de una persona.
Si un nifio mide 1.50 cm al cumplir 13 afios y 1.68 cm al cumplir catorce, en
algin instante intermedio midi6 1.60 cm. Lo cual parece razonable si
pensamos que crece continuamente, sin saltos bruscos en su talla.

2. ELD

Demostrar: 3 ce[a,b] : f(c) = K

(1) fe Cpy P
(2) X, <X, Af(x,) % f(x,) A [X,, X, ] < [ab] p
B f(x,) <K< f(x,) VK p
(4) f(x,) < f(x;) P
(5) 9: [X,.X,] > R tal que g(x) =f(x) - K P13
(6) 9€Cyy ] 1,4
(7) 9(x,)=f(x,) - K< 0O A g(x,)=1f(x,) -k>0 3
(8) 9(x,) y g(x, ) tienen signos opuestos en [a,b] traduccion de (7)

(9) 9€Cy ) AU(X,) YO(X,) tienen signos opuestos

= dce (X,,X,) Talqueg(c)=0  (Teorema de Bolsazo)
(10) g € Cy, ,,) A 9(X;) Y 9(X, ) tienen signos opuestos A6,8
(11) 3c € (x,,x,) :9(c)=0 PP 9,10

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

@)@)@3) Suponga que f(x,) < f(x,) ysea K cualquier valor entre f(x,) y
f(x,).

4)(5) Sea g definida en [x,,x, ] tal que g(x) = f(x) -K. () Entonces g es
continua en cada punto de [x,,X,]y (7) ademas g(x,) =f(x,) - K<0 vy
g(x,) =f(x,)-k>0

8)9)(10)(11) Aplicando el teorema de Bolsano a g tenemos g(c) = 0 para
algin ¢ entre X, y X,. De donde f(c) - K =0 y f(c) = K, que era lo que
queriamos demostrar.
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Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Suponga que f(x,) <f(x,) ysea K cualquier valor entre f(x,) y f(x,).

Sea g definida en [x,,Xx, ] tal que g(x) = f(x) — K. Entonces g es continua
en cada punto de [X,,X, ]y ademas

g(x;) =f(x;) -K<0y g(x,)=f(x,)-k>0

Aplicando el teorema de Bolsano a g tenemos g(c) =0 para algin c¢ entre
X, Y X,.Dedonde f(c) - K=0 y f(c) =K, que era lo que queriamos
demostrar.

17. TEOREMA. Propiedad que preserva el signo de las funciones
continuas.

Sea f una funcion continua en c¢ y tal que f (c) # 0. Entonces existe un
intervalo (c- &, ¢+ ) de centro c en el cual f tiene el mismo signo que f(c).

l. ELD
Demostrar: 3 (c-6,c+o)enelcual f

tiene el mismo signo que f(c)

(1) fcontinuaenc P
2 f(c)=0 P
3) f(©)>0v f(c)<0 2
(4) f(c) > 0 P
G)VES)(3 5>0)(|x-¢cl< & = [f(x)-f©)| < &) trad. 1

(6) (VE>0)(T 0 >0)(c-6 <x<c+ 8 = f(c) - £E<f(X) <f(c) +&) trad. 5

(7) c-5<x<c+5:>%f(c)<f(x)<gf(c) %/5,6
(8)
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37 //

Fie)
7.4
1
jf':'::'
Ao Fx) >0 para x cercaa o puesto que fig) >0
(9) f (x) tiene el mismo signo que f(c) en el intervalo (c-6,c+ ) 8
(10) f(c) > 0 = f(x) tiene el mismo signo que f(c) en el intervalo (c-& ,c+d) CP 4,9
(11) f(c)<0 P
(12) c-5<x<c+5:>§f(c)<f(x)<%f(c) --9/5, 6
(13)f tiene el mismo signo que f(c) en el intervalo (c-6, c+6) 11,12

(14) f (c) < 0= f(x) tiene el mismo signo que f(c) en el intervalo (c-& , c+d ) CP 11,13
(15) f (x) tiene el mismo signo que f(c) en el intervalo (c- & , ¢+ 0 )

0
f (x) tiene el mismo signo que f(c) en el intervalo (c- & , ¢+ ) DS 3,9,13
(16) f (x) tiene el mismo signo que f(c) en el intervalo (c-& , c+ ) DP15
(17)3(c- 6 ,c+ ) de centro ¢ en el cual f tiene el mismo signo
que f(c). 16

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

4)Supongamos que f(c) > 0. (5)(6) Por continuidad, para todo &> 0 existe un
o> 0tal que

flc)- & <f(x)<f(c)+ & siempreque c-d<Xx<Ctod (N

(Si tomamos el 6 correspondiente a & = % (‘este £ es positivo ya

que f(c) > 0), entonces la expresion (1) se convierte en
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%f(c) < f(x) < % f(c) siempreque C-0<X<C+7;

(8) (9) (10)de donde se obtiene que f(x) > 0 en este intervalo, mostrandose de
esta manera que f(x) y f(c) tienen el mismo signo.

(11) (12)Si f(c)< 0, tomamos el & correspondiente a &= -%f(c) y de (I)

obtenemos gf(c) < f(x) < % f (c) siempre que C-5<X<C+3, (13) (14) (15)

@6)llegando a la misma conclusion; (17)0 sea que f y f( ¢) tienen el mismo
signoen(c-o0,cto).

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos que f(c) > 0. Por continuidad, para todo &> 0 existe un 6> 0
tal que

f(c)- & <f(x)<f(c)+ & siempreque Cc-6<X<Ct+o m

Si tomamos el & correspondiente a & = % (este & es positivo ya que

f(c) > 0), entonces la expresion (1) se convierte en
1 3 .
Ef(c) <f(x) < 2 f(c) siempreque C-0<X<C+0;

de donde se obtiene que f(x) > O en este intervalo, mostrandose de esta
manera que f(x) y f(c) tienen el mismo signo.

Si f(c)< 0, tomamos el & correspondientea &= -%f(c) y de (1) obtenemos

gf(c) < f(x) < % f (c) siempre que c-0< x< c+o, llegando a la misma

conclusion; o sea que f (x) y f( c) tienen el mismo signoen (c-5,c+6).

18. TEOREMA ANULACION DE LA DERIVADA
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Sea f definida en un intervalo abierto I, y suponga que f tiene un maximo
relativo o un minimo relativo, en un punto interior ¢ de I. Si la derivada
f1{c) existe, entonces f(c)=0.

I ORGANIZACION DE LA ACTIVIDAD PRACTICA
ELD

Demostrar: Si f’(c) existe, entonces f”(c) =0
Traduccion: f”(c) existe = f’(c) =0.

(1) f definida en un intervalo abierto | P
(2) f tiene un maximo relativo o un minimo relativo
en un punto interior ¢ de | P

(3) f’(c) existe

4 xIl—= %:Q{X}=M s1x =, Qo) =7/ 1,2
X—c
) Lim 2 =S© _ £(c) wraduce idn 3
XE—C i—c
(6) lim Q(x) = Q(c) 14,5
H—*C

(7) Qescontinuaenc Traduccién 6
(8) Queremos probar que Q(c)=0 P

(9) Q(c)>0 v Q(c)<0 v Q(c)=0 P
(10) Q(c)>0 P
(11) Qescontinuaen ¢ A Q(c)=0 A7,10

(12) Q es continua en cAQ(c)#0 — 3(c-a, c+d) enel que Q
tiene el mismo signo que Q(c) P

(13) Qy Q(c) tiene el mismo signo en (c-a., C+3) PP 11,12
(14) Existe(c-a, c+3) en el que Q(x)>0 10,14
(15) Q(X) _f00=1(0) para X #C 8,14
X—C
(16) El numerador de Q(x) tiene el mismo signo que
el denominador para todo x #c 15

(A7) f(x)>f(c) cuando x >c y f(x)< f(c) cuando x< ¢ 16

f
(18) @ wadduseidn 17

e

z x

(19) fno tiene un extremoen c Traduccién 18
(20) ftiene un extremo en ¢ A f no tiene un extremo en ¢ A2,19
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(21) Q(c)>0 es imposible
(22) Q(c)<0
(23) Q es continua en ¢ AQ(c)=0

RAA 10,20
=]
AT7,22

(24) Q es continua en ¢ AQ(c) # 0= 3(c-a, c+3) en el que Q y Q(c)

tienen el mismo signo
(25) Q y Q(c) tiene el mismo signo en (c-a, C+3)

(26) Q(x)z%j(c) <0

(27) f(x)< f(c) cuando x >c A f(x)>f(c) cuando x< ¢

X #C

S
(28) (p)

fied
ffxlj

(29) f no tiene extremo en ¢

(30) ftiene un extremo en c A f no tiene un extremo en ¢
(31) Q(c)< 0 esimposible

(32) (Q(c)>0) A 1(Q(c)<0)

(33) 1(Q(c)>0) v (Q(c)<0)

(34) Q(c)=0

(35) f’(c)=0

(36) f’(c) existe = f1c)=0

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD
1)()3)4) Definamos una funcion Q en | tal que

Q(x):%::(c) si x =¢; Q(c) = f'(c)

P
PP 23,24

4,22,25

26

Traduccion grafica 27

Traduccion 28

A2, 29
RAA 22, 30

A21,31
DL32

TP 9,33
14,34

CP 3,35

6)(6)(7) Ya que f’(c) existe, Q(x) -»Q(c) cuando x—c, asi que Q es continua

en c. (8) Deseamos probar que Q(c) = 0.

(9) Hay solamente tres posibilidades para Q(c): Q(c)>0 o Q(c)<0 o Q(c)=0.
Probaremos que las desigualdades Q(c)>0 y Q(c)<0 conducen a una

contradiccion.

(10) Supongamos Q(c)>0. (11)(12)(13)(14) puesto que Q es continua en c y
Q(c)=0, por el teorema de la propiedad que preserva el signo de las
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funciones continuas, existe un intervalo alrededor de c¢ en el que Q(x)>0.
(15)@16) Esto implica que el numerador del cociente Q(x) tiene el mismo signo
que el denominador para todo x #c en este intervalo. (17) En otras palabras,
f(x)>f(c) cuando x >c, y f(X)< f(c) cuando x< c. (18)(19)(20) Esto contradice la
suposicion de que f tiene un extremo en c¢. (21) Por lo tanto, la desigualdad
Q(c)>0 es imposible.

Mediante un argumento similar podemos mostrar que la desigualdad Q(c)<
0 tampoco es posible.

22) Si Q(c)>0, (23)(24)(25)(26)(27)(28) por el teorema de la propiedad que
preserva el signo de las funciones continuas, podemos afirmar que Q y Q(c)
tienen el mismo signo en un intervalo al rededor de c; o sea que f(x)< f(c)
cuando x >c y f(x)>f(c) cuando x< c. (29)(30) Pero esto contradice el hecho
de que f tiene un extremo en c. (31) De manera que la desigualdad Q(c)< 0
tampoco es posible. (33)(34)(35)(36) Por lo tanto Q(c)=0.

Puesto que Q(c) =f’(c), esto prueba el teorema.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Definamos una funcién Q en | tal que
Qw=1X =1 Gy 2o )= 1)
X—C

Ya que f’(c) existe, Q(x) — Q(c) cuando X — ¢, asi que Q es continua en c.
Deseamos probar que Q(c) = 0.

Hay solamente tres posibilidades para Q(c): Q(c)>0 v Q(c)< 0 o Q(c)=0.
Probaremos que las desigualdades Q(c)>0 y Q(c)<O conducen a una
contradiccion.

Supongamos Q(c)>0. puesto que Q es continua en ¢ y Q(c)=0, por el
teorema de la propiedad que preserva el signo de las funciones continuas,
existe un intervalo alrededor de ¢ en el que Q(x)>0. Esto implica que el
numerador del cociente Q(x) tiene el mismo signo que el denominador para
todo x #c en este intervalo. En otras palabras, f(x)>f(c) cuando x >c,y
f(x)< f(c) cuando x< c. Esto contradice la suposicion de que f tiene un
extremo en c. Por lo tanto, la desigualdad Q(c)>0 es imposible. Mediante
un argumento similar podemos mostrar que la desigualdad Q(c) < O
tampoco es posible.
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Si Q(c)>0, por el teorema de la propiedad que preserva el signo de las
funciones continuas, podemos afirmar que Q y Q(c) tienen el mismo signo
en un intervalo al rededor de c; 0 sea que f(x)< f(c) cuando x >c y f(xX)>f(c)
cuando x< c. Pero esto contradice el hecho de que f tiene un extremo en c.
De manera que la desigualdad Q(c)< 0 tampoco es posible. Por lo tanto
Q(c)=0. Puesto que Q(c) =f’(c), esto prueba el teorema.

19. TEOREMA

El conjunto P de los enteros positivos no es acotado superiormente.

l. ELD por RAA
Demostrar: P no es acotado superiormente
1) P es acotado superiormente P
(2) Existebe R:b=SupP Ax 10
(3) b-1<b P
4) b — 1 no esta en superior de P 2,3
(5) dneP:n>b-1 traduccion 4
(6) n+1>b 5
(7) n+1l=m P
(8) (ImeP)(m > b) 1.6,7
9) b = sup. p traduccion 8
(10) b=supP Ab=supP A29
1(11) P no es acotado superiormente RAA 1,10

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1) Supongamos lo contrario, es decir, P es acotado superiormente. (2) Por el
axioma 10, P tiene una minima cota superior, digamos b = SupP. (3) Es un
hecho evidente que b — 1< b. (4) Pero esto implica que b — 1 no es una cota
superior de P puesto que hemos supuesto que b es la minima cota superior.
(5) (6) Por lo tanto existe por lo menos un entero positivo ntal quen >b -1
y por lo tanto n + 1 > b. (7) (8) (9) (10) Pero esto contradice el supuesto de que
P es un conjunto acotado superiormente y que n +1 pertenece a P.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Supongamos lo contrario, es decir, P es acotado superiormente. Por el
axioma 10, P tiene una minima cota superior, digamos b = SupP. Es un
hecho evidente que b — 1< b. Pero esto implica que b — 1 no es una cota
superior de P puesto que hemos supuesto que b es la minima cota superior.
Por lo tanto existe por lo menos un entero positivo ntal quen>b—1 y por
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lo tanto n + 1 > b. Pero esto contradice el supuesto de que P es un conjunto
acotado superiormente y que n +1 pertenece a P.

20. TEOREMA . Si n es un entero positivo y a > 0 entonces existe
exactamente un positivo b tal que b" = a.

l. ELD
Demostrar: ne PAa)0 —»3dble R" :b" =a

(1) ne PAa)0 P
(2) c>1l:.0<ax<c P
(3) f:[0,c] = R tal que f(x) = x" P
@) feCpynf(0)=0,f(c)=c" 3
(5) O<a<c<c" 2
6) f(0)<a<f(c) 14,5
(7) fe C[O,c] S4
(8) f eCpp o A f(0) <a<f(c) = 3Ixe(0,c): f(x)=a Teoremadel V. I.
9) feCpqn f(0)<a<f(c) AB7
(10) 3Ixe(0,c): f(x)=a PP 8,9
(11) x=b P
1(12) JbeR :b"=a l.11,10,3

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

1)) Seac > 1 tal que 0 < a < c, y considérese la funcion f definida en el
intervalo [0,c] por la ecuacion f(x)= x".@)Esta funcién es continua en [0,c], y
en los extremos tenemos f(0) = 0, f(c) =c¢" . (5) 6) Yaque 0 <a<c < c", el
numero dado a esta entre los valores de la funcion f(0) y f(c).7) (8) (9) (10).Por
lo tanto, por el teorema del valor intermedio tenemos que f(x) = a para algun
x en el intervalo [0,c], (11) digamos que x = b. (12) Esto prueba la existencia
de al menos un positivo b tal que b" = a. No puede haber mas de un tal b
puesto que f es estrictamente creciente en [0,c]. Esto completa la

demostracion.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea c > 1tal que 0 < a < c, y considérese la funcion f definida en el intervalo
[0,c] por la ecuacion f(x)= x". Esta funcion es continua en [0,c], y en los
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extremos tenemos f(0) = 0, f(c) =c" . Yaque 0 < a < ¢ < c", el nimero dado
a esta entre los valores de la funcion f(0) y f(c).Por lo tanto, por el teorema
del valor intermedio tenemos que f(x) = a para algin x en el intervalo [0,c],
digamos que x = b. Esto prueba la existencia de al menos un positivo b tal
que b" = a. No puede haber mas de un tal b puesto que f es estrictamente
creciente en [0,c]. Esto completa la demostracion.

21. PROBLEMA

Sea f(x) una funcion continua en el intervalo [0,1] y que tenga derivada
continua en el intervalo (0,1). Demostrar que si f (0) = f (1) = 0, entonces f”
(c)= f(c) p.a.ce(0,1).
l. ELD

Demostrar : f(0) =f(1) = f’(¢c)=f(c) , c(0,1).

(1) feCpynaf’eCyy P

(2) f(0)=f(1)=0 P

©) g(x) = f(x)e™ P

4) ge Cpa A g€ Cy 1,3
() 9(0)=9(1)=0 2,3
(6) [9€ Cpoy A8 e Ciy] A (9(0) =9(1)) A4,5
() [9€ Coyy Ag’€Clpy 1 A (9(0)=9(1)) = Ic(01):g'(c)=0 T.Rolle
8 I Ce(0,1):2(c)=0 PP 6,7
(9) g(c)=(f’(c)-f(c)) e® Derivando g en 3, ¢/x
(10) 0=(f’(c)—f(c))e* 8,9
(11) f’(c)=f(c) 10
(12) f(0)=f(1)=0 = f(c) =f(c) CP 2,11

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

@1)2Sea f una funcién continua en el intervalo [0,1] y con derivada
continua en el intervalo (0,1) vy tal que f(0) =f(1) = 0. (3)Sea g una funcion
definida por g(x) = f(x)e™. (4)5) Entonces g también es continua en [0,1] y
su derivada continua en el intervalo (0,1) y ademas g(0) = g(1) =0 .
6)7Es claro que la function g satisface las condiciones del teorema de
Rolle; @)por lo tanto existe un ce(0,1) tal que g'(c)=0. (9 Ahora,
derivando g y especificando ¢ para x tenemos que g’(c) = (f ’(c) — f(c)) e,
(10)11)(12)de donde, y por el resultado anterior, se deduce que f* (c) = f (c),
que era lo que queriamos demostrar.

Universidad de la Amazonia Florencia Caqueta COLOMBIA



148 Capullos y Flores de Pensamiento Formal Matematico

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea f una funcion continua en el intervalo [0,1] y con derivada continua en
el intervalo (0,1) vy tal que f(0) = f(1) = 0. Sea g una funcion definida por
g(x) = f(x)e™. Entonces g también es continua en [0,1] y su derivada
continua en el intervalo (0,1) y ademas g(0) = g(1) =0 . Es claro que la
function g satisface las condiciones del teorema de Rolle; por lo tanto existe
un c €(0,2) tal que g'(c)=0. Ahora, derivando g Yy especificando c para x

tenemos que g’(c) = (f ’(c) — f(c)) e, de donde, y por el resultado anterior,
se deduce que f” (c) = f(c), que era lo que queriamos demostrar.

22. PROBLEMA . Hallar todas las funciones reales f (x) definidas en el
intervalo [a, b ] que tienen las siguientes propiedades:
i ) f(x) es continua y tiene segunda derivada en [a, b ].
i) f(@) =f(b) =0
i) f(x) = € f(x)
La respuesta f=0
I. ORGANIZACION DE LA ACTIVIDAD PRACTICA
1. Se replantea el problema.
Seaf:[a, b]— |Rtal que
(i) fescontinuay tiene segunda derivada en [a, b]
(ii) f(a)="f(b)
(iii) f(x)=¢&"f(x)
Entonces f=0
2. ELD por RAA

Demostrar f=0

1) f[ab]—>|R P
(2) feCa3If’en [ab] P
(3) f(@=f(b)=0 P
4) f(x)=e*f(x) P
(5) 1(vx) (f(x) = 0) traduccion 4
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(6) Ix:f(x) =0 traduccion 5
(7) fx)< Ov f(x) >0 Ley tricotomia,6
(8) f(x) > 0 P

9) f alcanza su maximo valoren f(x,),x, €(a,b) 1,2

(10) f(x,) >0 8

(11) f(x,)es maximo < f’(x,)<0 P

(12) f°(x,) < 0 9,11
(13) f(x,) = e f(x,)>0 3,10
(14) 0>f(x,)>0 12 13
(15) 1(f(x) > 0) RAA 4,14
(16) f(x) <0 P
@17 3%, € (a,b) :f(x,) minimo 1,2
(18) f(X,)esminimo < f*’(x,)=0 P
(19) f°(x,) >0 17,18
(20) f(x,)<0 16, 17
(21) f(x,)= e f(x,)<0 3,20
(22) 0<f(%,) <0 19, 21
(23) 1(f(x) < 0) RAA 16,22
(24) T(f(x) > 0) A T(f(x) < 0) A 15,23
(25) 1(f(x) < 0v f(x) >0) DL 24
(26) (f(x) < 0v f(x) >0) A 1(f(x) < Ov f(x) >0) A7,25

0 @7 f=0 RAA 5,26

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que f =0.
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(5)6)Supongamos lo contrario, esto es que existe un x tal que f(x)= 0. (7)
Esto plantea la disyuncion: f(x) < 0 o f(x) > 0 (Ley de tricotomia) . (8)
(9) Supongamos la alternativa f(x) > 0. Por hipotesis, falcanza su maximo
valoren f(x,) con x, e(a, b) debido a que fes continua, tiene segunda
derivada en [a, b ]y ademés f(a) = f(b) = 0.
(10) Entonces
f(x,) >0. &)
(11) (12) Puesto que f(x,) es un maximo, entonces
f(x,)<0. (**)
(13) Por la tercera hipdtesis, y por (*), se obtiene :
f(x%,) = e® f(x,)>0. (**¥)
14)De (**) y (***) obtenemos 0 > f ’(x,) > 0, lo cual es un absurdo. (15)Esto
quiere decir que la alternative f(x) > 0 es imposible.
(16)Consideremos ahora la otra alternativa, esto es f(x) < 0.(17) (18)(19) Como
fes continuaen [a, b ] y su segunda derivada también es continua en este
intervalo, existe unx, € (a, b) tal que f(X,)es minimoy
f(x%,)>0. (1)
(20)Consecuentemente
f(x,)<0. (rn)
(21) Por hipétesis, y por (11),
f(x,)= e® f(x,)<0 (HI)
@2De (1)y (HI) 0<f(x%,)<0,

que es un absurdo. (23) Luego la alternativa f(x) <0 tampoco es possible.

(24) (25) (26) (27) Asi que hemos demostrado que ni f(x) > 0 ni f(x) <0 son
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posibles, lo que contradice la afirmacion f(x) >0 o f(x) <0 planteada al

inicio de la demostracion. Luego f=0.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Vamos a demostrar que f =0.
Supongamos lo contrario, esto es, existe un x tal que f(x)= 0. Esto plantea
la disyuncién: f(x)< 0 o f(x) >0 (Ley de tricotomia) . Supongamos la
alternativa f(x) > 0. Por hipotesis, f alcanza su maximo valor en f(X,)
con x, €(a, b) debido a que f es continua, tiene segunda derivadaen [a, b ]
y ademas f(a) = f(b) =0. Entonces
f(x) >0. ()
Puesto que f(X,) esun maximo, entonces
f’(x,)<0. (**)
Por la tercera hipotesis, y por (*), se obtiene :
f7(x) =e* f(x)>0.  (**%)

De (**) y (***) obtenemos 0 > f °(X,) > 0, lo cual es un absurdo. Esto
quiere decir que la alternative f(x) > 0 es imposible.
Consideremos ahora la otra alternativa, esto es f(x) < 0. Como f es continua
en [a, b ] y su segunda derivada también es continua en este intervalo,
existe unx, € (a, b) tal quef(x,)esminimoy

f(x%,)>0. @D
Consecuentemente

f(x,)<0. (rn)
Por hipdtesis, y por (11,

f(x,)= e° f(x,)<0 ()

De () y(lll)
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0<f”’(x,) <0,

que es un absurdo. Luego la alternativa f(x) < 0 tampoco es possible. Asi
que hemos demostrado que ni f(x) > 0 ni f(x) < 0 son posibles, lo que
contradice la afirmacion f(x) >0 o f(x) < 0 planteada al inicio de la

demostracion. Luego f= 0.

23. PROBLEMA . Demostrar que existen dos funciones f(x) y g(x)
concavas hacia arriba tal que f(x) — g(x) = Senx.

l. ELD
Demostrar : existen dos funciones f(x) y g(x)
cdncavas hacia arriba tal que f(x) — g(x) = Senx.
Traduccion (3 f,g)f>>0A g >0 A (f—g)(x) = Sen x)

(1) f esconcava hacia arriba < f*> >0 P
(2)  f(x) = x* + Senx P
3 gx)=x P
(4) f(x) —g(x) = Senx 2,3
(5) f’x)=2-Senx >0 2
6) 9g’x)=2>0 3
(7) f7>0Ag”>0 56
(8) f ygson concavas hacia arriba 1,7
9 (Ffg)(f’>0AQ0"> 0A f(X)—0g(x) = Senx 4,6,7
(10) Existen dos funciones f(x) y g(x) concavas hacia arriba

tal que f(x) — g(x) = Senx. traduccion 9

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(1)@Sean f(x) = x* + Senx y g (x) = x*. (3)Es claro que f(x) — g(x) = Senx
G)e) @)y también que f> >0y g > 0. 8)9@0) Por lo tanto f y g son
concavas hacia arriba y satisfacen la condicion del problema.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
Sean f(x) = x* + Senx y g (X) = x*. Es claro que f(X) — g(x) = Senx y

también quef’> >0y g’ >0. Por lotanto f y g son concavas hacia arriba
y satisfacen la condicion del problema.
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24. TEOREMA :DERIVABILIDAD IMPLICA CONTINUIDAD
Si f es derivable en x = ¢, entonces f es continua en X = c.
ELD

Demostrar: f derivable en c= fcontinuaenc

(1) fesderivableenc P
(2) hm ﬂX) f(':) - e P
(3) lim (A=) —f{c}} = lim [[X—E}(ﬂx) —f{c) } P
=0 H— C ®—C
- Klinclix - c}}{linﬁ( ﬂsz _{ (c)
= 07 =9
4) lm(Ax)-f(c)) =0 3
H—LC
(5 lim Ax) =7 4
X—>C
(6) fescontinua enc traduccion 5

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

(IN2)Sea fdeniwable en . (3) Entonces existe £ v f'e) = xlinc % :

. - Jz) -7(c)
(3 Calculermos Klinc[ﬂx) -fe) ] = Xlin (x—c )<—>:|

= lim [ c:j litm f&) — 7 (c)
X—>C X%l: X—C
=0.f{c) =0.

# Come ( fiz) — £(c)) tende acero cuando x—c,

(%) conchumos que  lim Az} = F(c) .6) Luego 7 escontiniaenx = ¢
50

25. PROBLEMA .

o0

1
Demostrar que el nimero s = ZW es irracional.
n=1 n
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l. ELD
1) S no es irracional
(2) S es racional
3 S = m, nmeZ
n

4  (M)?Sez
G)  (?S i%

= (k)
o () >2 s~ ()
(n)?
(7) —— esunenteropara k<n

(kh*
N, (n1)?
(8) kz_;‘kl—)z es un entero

9) i% es un entero

n+1

1
@ 0 Fer < X

=1 _1/(n+1)2 1
(1) ;(n +)% 1-1/(n+1)> n(n+2)
1

(12)

>
—~~
>
+
N
N
w|

a3y o<y 1

w 3 (E:;

(15) Z (

n+1 n+1

')
I

P
1

traduccion 2
3

. 4, Def.S

4,8

P (T. de series)

P (serie geométrica)

10,11,12

13

A 914
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0

11(16) irracional RAA 1,15

n=1

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD
m
n’
I 1?
con ny m enteros. (4)Es claro que (n!)*S es un entero ya que n es un

(n)? & (n)?
factor de (n!)?. G)6)7)©)©9)Debido a que (n!)*S = Z + ) S
= (k') m (KD

1)2)3)Supongamos lo contrario; esto es, que S es racional, 0 sea S =

I 2
Z( ), ) debe ser un entero. (10) (11) (12)
7 (k1)? i (kh)?
(13) (14) Pero
) ®© 2
(n') z ]/(n +1) - 1 < l’
i (k)? S ( n+1)2' LUmeD () 3

nl
@s)lo cual contradice que z( N’

>~ €s un entero. (16) Por consiguiente, la
m (K!)

suma S es irracional.
Demostracién en lenguaje formal sin la ayuda del ELD
. . m
Supongamos lo contrario; esto es, que S es racional, 0 sea S=—, con ny
n

m enteros. Es claro que (n!)*S es un entero ya que n es un factor de (n!)?.

Debido a que (n!)’S = ZEE';Z i% zgk:;z es un entero,

© nl 2
entonces Z(,—)z debe ser un entero. Pero

n+1

Z(nl) z 1 _ Yn+d)2 1 1
~(kH2 S m+D)* 1-1Y(+1)*> nn+2) 3
0 12
lo cual contradice que Z(n,—)z es un entero. Por consiguiente, la suma S

n+1

es irracional.

26. PROBLEMA.
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Demostrar que existen infinitos naturales n con la propiedad de que si p es
un divisor primo de n® +3, entonces existe un natural k < n, tal que p
también divide a k* + 3.

l. ELD
Demostrar: 3 inf initos ne N :

p/n>+3—>3keN:p/k®+3 A k<n

(1) p primo P
2) p/n®+3 P
?3) (M+iv/3) (M+1) —iv/3)= (MM +1) +3) +iv/3 P
4) z,-2,=12, 2, AN 1,,2,€C P
(5) (M+i+/3) (M+1) —iv/3) = m+iv3 (M+1)—iv3) m+i3/z,,
m+1-i\/§/22,4
(6) MM+D+3)+iv3 = m+iv3 (M+1)—-iv3) 13,5
(7) (MM+1)+3)°+3=(M*>+3) (M+1)* +3) 6
(8) n=m(m+1)+3 P
9) n*+3= (m*+3) (M+1)?*+3) 17,8
(10) p/m*+3 v p/ (M+D*+3 2,9
(11) m<m+1< m’+m+3 P
(12) m<m+1<n 18,11
(13) k=mvk=m+1 P
(14) p/k?+3 v p/k®*+3 conk<n 10,13,12
(15) p/k?+3 conk<n DP 14

[1(16) (@ infinitos neN)(p/n*+3—3keN:p/k*+3) A k<n 8,14
Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

@Sea el producto  (M+iv3) (M+D)—iv3)= (MM+1)+3)+iv3.
@)()@)(7)Por cuanto el modulo del producto de numeros complejos es igual
al producto de los mddulos, entonces la ecuacién anterior implica la
siguiente identidad para todo natural m.

MM+ +3)>+3=m*+3) (M+1D*+3)

@)@ Tomando n = m(m+1) + 3, la anterior identidad nos queda:
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n+3= (m*+3) (M+1)?*+3)
0)Como, por hipétesis, p/n® +3, entonces

p/m>+3 0o p/ (M+D*+3. (¥
(11)Ahora
m<m+1< m?+m+3.

(12)Es decir
m<m+1<n

(13)Podemos tomar
k=mo k=m+1.

(14) a5)En cualquier caso, de (*) obtenemos que p/k?+3 con k < n.
(16)Puesto que m es arbitrario, hemos demostrado que existen infinitos n con
la propiedad de que si p es un divisor primo de n’ + 3, entonces existe un
natural k<n tal que p también divide a k* + 3.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea el producto (m+i\/§) ((m +1)—i\/§): (m(m +1)+3)+i\/§. Por
cuanto el modulo del producto de nimeros complejos es igual al producto
de los moédulos, entonces la ecuacion anterior implica la siguiente identidad
para todo natural m.

(mMm+1)+3)°+3=(m?+3) (M+1)?*+3)
Tomando n = m(m+1) + 3, la anterior identidad nos queda:
n>+3= (m*+3) (M+1*+3)
Como, por hipdtesis, p/n? + 3, entonces

p/m*>+3 0p/ (M+1)>+3. (¥
Ahora
m<m+1<m?+m+3.

Es decir
Universidad de la Amazonia Florencia Caqueta COLOMBIA




158 Capullos y Flores de Pensamiento Formal Matematico

m<m+1<n

Podemos tomar
k=mo k=m+1.

En cualquier caso, de (*) obtenemos que p/k* +3 conk <n. Puesto que
m es arbitrario, hemos demostrado que existen infinitos n con la propiedad
de que si p es un divisor primo de n® + 3, entonces existe un natural k <n
tal que p también divide a k* + 3.

APLICACION A LA FISICA

27. PROBLEMA

Supongamos que un gas es bombeado hacia dentro de un globo esférico a
una rata de cambio constante de 50 centimetros cubicos por segundo.
Suponga que la presion del gas permanece constante y que el globo siempre
tiene una forma esférica. ¢Que tan réapido esta creciendo el radio del globo
cuando el radio es de 5 centimetros?.

l. ORGANIZACION DE LA ACTIVIDAD PRACTICA

1. Identificacion y simbolizacion de elementos bésicos, premisas y
conclusion del problema.
a) r eselradioy V es el volumen del globo.

b) EIl gas es bombeado a una rata de cambio constante de 50cm */seg; es
decir:

v =50cm®/seg
dt

c) La presion del gas permanece constante y el balon siempre tiene forma

esférica. OseaV = 4nr?/3
d) Conclusion:

Si r =5, determinar ﬁ
dt

2. ELD
] dr .
Determinar E Sir=5

(1) reselradioyV es el volumen del globo P
Universidad de la Amazonia Florencia Caqueta COLOMBIA




Capullos y Flores de Pensamiento Formal Matematico 159

dv
2) —=50 p
() m
(3) Lapresion del gas permanece constante y el globo
siempre tiene forma esférica. P
4) =5 P
(5) d_V :d_Vx ﬂ P
dt dr dt
(6) V=4nr3/3 Traduccion 3
(7) av Amr? 6
dr
(8) d—V:4nr2£ 15,7
dt dt
dr _ 50
9 —= 12,8
®) dt  4ar?
dt 4725 27
dr _ 1
11) r=5 =>—=— Cp 4,10
(1) dt 27 P
(12) ar -1 Si r=5 traduccion 11
dt 2r
(13) Larazdn de cambio del radio con respecto al tiempo
es de zi centimetros  por segundos, en el instante
T
cuandor =5 traduccion 12

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

1) Sear el radio y V el volumen del balon en el tiempo t. (2) Como dato

- dv ) .
basico se nos da EZSO’ la razén de cambio del volumen con respecto al

: . dr ) . .
tiempo, (4) y queremos determinar pre la razon del cambio del radio con

respecto al tiempo, en el instante cuando r=5. (5) La regla de la cadena
proporciona la conexion entre los datos dados y el desconocido. Esta regla
afirma que:

X
dt dr dt

Universidad de la Amazonia Florencia Caqueta COLOMBIA



160 Capullos y Flores de Pensamiento Formal Matematico

dv ,
(6) Para calcular o usamos la formula V= 4r r®/3 que expresa el volumen
r

de la esfera en términos de su radio. (7) Derivando esta formula tenemos:

dv
— = 4gxr? 1
dr & (an
De (1) y (I1) obtenemos
Vg2 90 (1
dt dt
(8)(9)(10)(11)(12) Substituyendod—V:SO y r=5en (Ill), obtenemos ﬁzi.
dt dt 2z

: ; : : 1 ]
Es decir que la razon de cambio del radio es de o centimetros por
T

segundos en el instante cuando
r=>5.

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sear el radio y V el volumen del balon en el tiempo t. Como dato basico

\Y% , . .
se nos da dd—t:SO, la razén de cambio del volumen con respecto al tiempo,

. dr ) : .
y queremos determinar —, la razén del cambio del radio con respecto al

tiempo, en el instante cuando r = 5. La regla de la cadena proporciona la
conexion entre los datos dados y el desconocido. Esta regla afirma que:

= x— |
dt dr dt 9
Para calcular ?j—v usamos la formula V= 4 r®/3 que expresa el volumen

r
de la esfera en términos de su radio. Derivando esta formula tenemos:

dv

—=4nr? (1
dr
De (1) y (I1) obtenemos
v _ A r? ar (1)
dt dt
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Substituyendodd—\: =50y r=5en (Ill), obtenemos ﬁzzi Es decir que la
T

. i . 1 . .
razon de cambio del radio es de o centimetros por segundos en el instante
T

cuando r = 5.
28. UNA APLICACION DE RAZONES RELACIONADAS

Una piedra se deja caer sobre un estanque en reposo y produce ondas
circulares concéntricas. El radio r de la onda exterior crea el ritmo constante
de 1 pies/seg., cuando su radio es 4 pies. ¢A qué ritmo esta creciendo el area
total A de la zona perturbada?.
I.  ORGANIZACION DE LA ACTIVIDAD PRACTICA.

1. Determinacion de premisas y conclusion.
a) Sea r el radio de la onda exterior.

b) Sea A el érea total de la zona perturbada.
c) Elradio r de la onda exterior crece al ritmo de 1 pies/seg < %zl
d) Conclusion o tesis para demostrar:
Si r =4, entonces determinar A
2. ELD

Determinar C:j—':‘ sir=4

(1) r esel radio de la onda exterior P
(2) A esel areade la zona perturbada P
dr
3y —=1 P
©) ot
(4) A=nr? traduccién 2
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() r=4 P
© dA_ da dr :
dt  dr dt
(7) (;—A = 2nr derivando 4
r
(8) (;—A =8n 157
r
9) d—A: 8n ar 16,8
dt dt
(10) (ij—':‘ =8n 139
(11) Sir =4, entonces ?j—'? =8n Cp 5,10

Demostracién en lenguaje formal con la ayuda del ELD

1)) Sea r el radio de la onda exterior y A el area de la zona perturbada. (3)

Como dato basico se nos da %:1, la razén de cambio del radio con

respecto al tiempo, (4)(5) y queremos determinar (:j—'? la raz6n de cambio del

area con respecto al tiempo en el instante cuando r = 4. (6) La regla de la
cadena proporciona la conexién entre los datos dados y el desconocido.
Esta regla afirma que

dA _ dA dr

=2 |
dt  dr dt M

dA .
(7) Para calcular o usamos la formula A = nr? que expresa el area de la
r

zona perturbada en términos de su radio, derivando esta férmula obtenemos

dA
—=2rr 1
o 2" (1)
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@®)9)10)a1) De (1) y (1) obtenemos

ki (1

Sustituyendo %:1 y r=4en (Ill) obtenemos z—? = 8xn

Demostracion en lenguaje formal sin la ayuda del ELD

Sea r el radio de la onda exterior y A el area de la zona perturbada. Como

dato bésico se nos da %:1, la razon de cambio del radio con respecto al

: . dA ) . .
tiempo, y queremos determinar i la razon de cambio del area con

respecto al tiempo en el instante cuando r=4. La regla de la cadena
proporciona la conexion entre los datos dados y el desconocido. Esta regla
afirma que

dA _ dA dr
Z=22 0
dt dr dt

dA .
Para calcular o usamos la formula A=nr? que expresa el area de la zona
r

perturbada en términos de su radio, derivando esta férmula obtenemos

dA

— = 2mr I

i (1
De (1) y (I1) obtenemos

L L TT)

dt dt

Sustituyendo %:1 y r=4en (Ill) obtenemos z—? = 8n

29. HINCHANDO UN GLOBO

Se bombea aire en un globo esférico a razén de 4,5 pulgadas cubicas por
minuto. Hallar la razén de cambio del radio cuando éste es de 2 pulgadas.
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l. ORGANIZACION DE LA ACTIVIDAD PRACTICA.

1. Identificacion y simbolizacion de elementos bésicos, premisas y
conclusion del problema.

a) Seanr elradioy V el volumen del globo esférico;
4
es decir V=—nr
3
b) El volumen del globo crece a razon de 4,5 pulgadas® /min.
Es decir, d—V:g pulg/min
dt 2
c) Conclusidn o tesis para demostrar:
si r =2, entonces hallar ﬁ

2. ELD

Hallar la razén de cambio del radio cuando este es de 2 pulgadas.

Traduccion: Hallar d—: sir=2

(1) V= %nr3/\rel radio P
dv 9
2) ——=2 p
@) d 2
3) r=2 P
4) av _dv dr ,
dt  dr dt
(5) WV g )
dr
(6) v _ Anr?® ar 145
dt dt
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(7) g:161r£ | 2,36
2 dt
(8) ar - L (gj ~ 0.09 Traduccion 7
dt 16z \2

Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

1) Sear el radio y V el volumen del globo esférico en el tiempo t. (2) Como

dato basico se nos da d—\::% la razén de cambio del volumen con

. . r ) :
respecto al tiempo; (3) y queremos determinar j—t la razon de cambio del

radio con respecto al tiempo, en el instante cuando r = 2. (4) La regla de la
cadena proporciona la conexion entre los datos dados y el desconocido.
Esta regla afirma que

dt  dr  dt

dv . 4 5.
(5) Para calcular d—usamos la formula V:Enr ; que expresa el volumen
r

de la esfera en términos de su radio. Derivando esta formula tenemos

dv

—=4nr? I

PR )
De (1) y (Il) obtenemos

N gz (1)

dt dt

(6)(7)(8) Sustituyendo (jj—\t/:% y r=2 obtenemos%z 0.09. Es decir que la
razon de cambio del radio es 0.09 pulgadas® /seg. cuando r=2.
Demostracion en lenguaje formal con la ayuda del ELD

Sear el radio y V el volumen del globo esférico en el tiempo t. Como dato

- dv _9 ; :
basico se nos da m =E’ la razon de cambio del volumen con respecto al
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. . dr , . .
tiempo; y queremos determinar —, la razén de cambio del radio con

respecto al tiempo, en el instante cuando r = 2. La regla de la cadena
proporciona la conexion entre los datos dados y el desconocido. Esta regla
afirma que

dt  dr dt

dv . 4
Para calcular d—usamos la formula V:Enr3; que expresa el volumen de
r

la esfera en términos de su radio. Derivando esta férmula tenemos

dv

—=4qr’® I

g A (1
De (1) y (I1) obtenemos

N g2 90 ()

dt dt

Sustituyendo dd_\::% yr=2 obtenemosg—:z 0.09. Es decir que la razén

de cambio del radio es 0.09 pulgadas® /seg. Cuando r = 2
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