
 

CAPITULO III 

 

F U N C I O N E S 
  

En contraste con su importancia, el concepto de “función” es relativamente 

simple. Se tienen dos conjuntos (posiblemente el mismo) A y B y a cada 

elemento de A le asignamos un único elemento de B. A puede ser por ejemplo, 

el conjunto de todas las personas. A cada persona le asignamos su padre. Aquí 

podemos tomar B = A. 

 

1. FUNCIONES 
 

3.1 Definición :   ( a, b, c) = ((a, b), c ) 

 

( a, b, c) se llama tripla o 3-pla y es claramente la continuación de la idea de 

“pareja ordenada” o “2-pla” . 
 

3.2 Proposición :    ( e, f, d )   a = e  b = f   c = d ) 

 

Demostración : El sentido ) es trivial.  

Veamos la implicación en el sentido ). 

 

                                        ELD  

          Demostrar  ( a, b, c)  = ( e, f, g)   a = e  b = f   c = g ) 

   
     (1)                      ( a, b, c)  = ( e, f, g )                            P 

(2)         ( a, b, c)  = (( a, b), c)  ( e, f, g) = (( e, f), g )                  3.1                                                    

(3)                               (( a, b), c)  = ((e, f), g )                                I 1,2     

(4)                               ( a, b)  =  (e, f)    c = g                            (3), 2.5  

(5)                                (a = e  b = f )   c = g                            (4), 2.5   

(6)     ( a, b, c)  = ( e, f, d )    a = e  b = f   c = d                   CP 1,5                     

                

                                         

3.3 Definición : Se llama función a  cada tripla  ( f, A, B )  en donde 

 

(i)     f es una relación de A en B . 

(ii)    p 1  f = A 

(iii) (x, y)f   (x, z)f  y = z . 
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Las siguientes son funciones : 

  

((1, a), (2, b), (3, b), 1, 2, 3, a, b, c)                                        (1)                    

((1, a), (2, a), (3, b), 1, 2, 3, a, b)                                            (2) 

((1, b), (2, c), (3, a), 1, 2, 3, a, b, c)                                         (3) 

((1, b), (2, a), 1, 2, a, b, c)                                                       (4) 

((1, b), (2, a), 1, 2, a, b)                                                             (5) 

 

Las cuales las podemos apreciar mejor en los siguientes diagramas : 
  

 
 

 
 

De cada elemento de cada conjunto de los de la izquierda sale una flecha 

(condición (ii) de 3.3) pero no necesariamente a cada elemento de los conjuntos 

de la derecha les llega flecha y a algunos les llega más de una; en contraste con 

que de los elementos de la izquierda no puede salir màs de una flecha ( 3.3(iii) ) . 

Obsévese también que (4)  (5) , a pesar de que sus conjuntos de parejas sean 

iguales. La f no determina la función ! 

 

 

Nos resultará útil visualizar a las 

funciones con este tipo de diagrama :  

 

 
 

Al conjunto A lo llamaremos conjunto de salida (ya lo habíamos llamado 

también “dominio” o “primera proyección” de f ). Al conjunto B lo llamaremos 
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conjunto de llegada, que no se debe confundir con la “segunda proyección”, 

aunque pueden resultar iguales, como en (2), (3) y (5). A la segunda proyección 

de una función también se le llama recorrido o conjunto de valores de la 

función. Usaremos indistintamente cualquiera de estos tèrminos. 

 

Escribiremos de ahora en adelante f : A   B , en lugar de ( f, A, B ) por ser 

una notación más sugestiva. f : A   B también representará la proposición: “ 

f es una función de A en B ”. También se escribe a veces 

                                                               
La esencia del concepto de “función” está en 3.3 (iii) , que junto con (i) dice que 

a cada elemento xA le asignamos un único elemento de B . Este único 

elemento lo llamaremos la imagen de x según f o el valor de f en x y lo 

notaremos fx, o f(x) como es más común y en caso de que se puedan presentar 

ambigüedades. Se escribe entonces f : x    f(x)  y se dice que f “envía” o 

“transforma” a x en f(x).   A las funciones también se les llama a veces 

transformaciones o aplicaciones. 

 

Una relación f que cumpla la 

condición 3.3 (iii) se llama relación 

funcional. Se tiene entonces  que 

                  f : A   B 

 es una función si f es una relación 

funcional de A en B tal que   

                     


1p  f = A .  

En la práctica aceptaremos el abuso 

de lenguaje de hablar de “la 

function”. 

 

          
 

Una equivalencia importante : 

f(x) = y   (x, y)f 

   

¿Cómo son las gráficas, del tipo  

introducido en la figura 11, para  

las relaciones funcionales? Resultan 

ser curvas, no necesariamente 

continuas, con la característica, 

debida a 3.3 (iii) y (i) de que cada 

vertical cruza a la curva en uno y en 

un solo punto.  
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Considere la función f : RR ,   f  = (x, y)R 2  /  y = x 2 . Su gráfica es una 

parábola . 

Téngase presente que no toda función está definida por una ecuación. Por 

ejemplo, los 5 ejemplos al principio de esta sección.Tampoco a cada función se 

le puede hacer una gráfica del tipo de la figura 23. Algunas funciones se pueden 

y conviene visualizar como transformaciones.  

 

La función f: R 2    R 2 , f(x, y) = ( |x|, |y| ) actúa como si a R 2 , un plano 

infinito, lo plegáramos por los  ejes 2 veces.  

 
La siguiente proposición nos da el criterio para demostrar que dos funciones, con 

iguales conjuntos de salida y de llegada son iguales.  

 

3. 4 Proposición :  f : A   B  =  g : A   B    xA ( f(x) = g(x) ) 

Demostración :  

                                              ELD  

               Demostrar f : A   B  =  g : A   B    xA ( f(x) = g(x) )  

    )(1)                 f : A   B  =  g : A   B                        P 
     (2)                                f(x) = g(x),     xA                               trad. 1                 

         

f(1) = (-1) = 1, f(3) = f(-3) = 9,  . . . , etc. 

 

Varios abusos de lenguaje son 

aceptados en la práctica. Hablaremos 

por ejemplo de “ la función f ” , 

siendo que la función es la tripla  

                       ( f, A, B). 

 Aun más hablaremos màs 

simplemente de „la función y=x 2 ‟ 

aunque y = x 2  es una ecuación que 

define (en parte) una función.  
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1

(3) f : A   B =  g : A   B     f(x) = g(x),   xA                CP1,2  

)(4)                      f(x) = g(x),     xA                                       P    

     (5)                     B =   f(x) / xA =   g(x) / xA            P, (4)      

     (6)                   f : A   B  =  g : A   B                             (4), (5) 

 2 (7)   f(x) = g(x),  xA    f : A   B  =  g : A   B               CP 4,6 

   (8)   f : A   B  =  g : A   B    xA ( f(x) = g(x) )              LB 3,7 
 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

(1)Sean f y g  funciones de A en B tales que f : A   B  =  g : A   B. (2)Es 

evidente que  f(x) = g(x),  xA . (3) Por lo tanto,  se cumple la implicación 

 

                     f : A   B  =  g : A   B    (  xA)( f(x) = g(x)) .   ( I ) 
 

(4)Supongamos ahora que f(x) = g(x) ,  para cada xA . Sea B =   f(x) / xA .  

(5)Entonces, por  hipótesis, se tiene  B =   f(x) / xA =   g(x) / xA .  

(6)De donde se ve que f : A   B  =  g : A   B. (7)Por lo tanto,   se  cumple la  

            implicación  

                     ( xA) (f(x) = g(x))    f : A   B  =  g : A   B .      ( II ) 

  

        (8)  De ( I )  y  ( II ), por la ley bicondicional, obtenemos la equivalencia 

                                

            f : A   B  =  g : A   B    xA ( f(x) = g(x) )        
 

Demostración en lenguaje formal  sin la ayuda del ELD 

 
      Sean f y g  funciones de A en B tales que f : A   B  =  g : A   B . Es evidente 

       que    f(x) = g(x) ,  xA .  Por lo tanto,  se cumple la implicación 

 

                 f : A   B  =  g : A   B    (  xA)( f(x) = g(x)) .      ( I ) 

       

     Supongamos ahora que f(x) = g(x) ,  para cada xA . Sea B =   f(x) / xA .      

     Entonces,por nuestra hipótesis, se tiene que B =  f(x) / xA =   g(x) / xA .  

     De donde se ve que f : A   B  =  g : A   B. Por lo tanto, también se cumple la  

     implicación 

                   ( xA) (f(x) = g(x))    f : A   B  =  g : A   B .      ( II ) 

  

De ( I )  y  ( II ), por la ley bicondicional, obtenemos la equivalencia 

                                

                      f : A   B  =  g : A   B    xA ( f(x) = g(x) )      
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Algunas funciones famosas 
 
       A continuación daremos algunos ejemplos de funciones. 

 

      La función idéntica 

 

     3. 5 Proposición : La  A  es una función de A en A. 

 

       Demostración  : Hay que ver que se cumplen tres condiciones: 

 

  (i)  A  = (x, x) / xA. Claramente  A  A  A; es decir que la diagonal    

        A  es una relación en A .    

  (ii)  1p

 A  =  x / xA = A . También es claro. 

  (iii)  (x, y) A   (x, z) A     y = z 

                           
                                       ELD  

            Demostrar (x, y) A   (x, z) A     y = z     

(1)                            (x, y) A   (x, z) A                     P 

(2)                                x = y    x = z                      trad.1 Def. de   A    

(3)                                    x =  y  = z                                    2 

(4)                                        y  =  z                                     S 3  

(5)   (x, y) A   (x, z) A     y = z                         CP 1,4                                                 

 

A la función  A  también la llamaremos función de identidad de A y la 

notaremos I A . Es la función que deja a todo conjunto intacto.   

 
La función constante 
 

3. 6 Proposición : Sea bB . Si para cada xA ,  f(x) = b ,    f : A   B es 

una función. 

 

Hay que verificar las tres condiciones de la definición de función.  
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 (i)  f es una relación. 

 

Sea  f  = (x, b) / xA  bB . Claramente  f  AB.  Esto quiere decir que f es 

una     relación de A en B. 

 (ii)  Claramente 


1p f  = A . 

 (iii)  (x, y)f  (x, z)f    y = z 

 

Demostraciòn: 

                                  ELD  

                Demostrar (x, y)f   (x, z)f    y = z     
(1)    f(x) = b,  x                                                                 P 

(2)                            (x, y)f  (x, z)f                                 P 

(3)                          f(x)  = y    f(x) = z                       traducción 2   

(4)                               y  =  b   b = z                                   (1)      

(5)                                     y = z                                I 3, ley transit. de =   

(6)   (x, y)f  (x, z)f     y = z                                     CP 2,5        

(7)   f es relación funcional                                        traducción 6 

 

     Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar la implicaciòn  (x, y)f  (x, z)f    y = z,  es decir que  f  

tal que f(x) = b  x, es relación funcional . 

 

(2)Sea  (x, y)f  y  (x, z)f . (3) Entonces f(x)  = y   y   f(x) = z . (4)Como f(x) = b 

 x , entonces y  =  b  y  b = z  (5) de donde y = z . (6)Por lo tanto se cumple la 

implicación (x, y)f  (x, z)f     y = z , (7)o sea que  f es relación funcional . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar  la implicaciòn (x, y)f  (x, z)f    y = z,  es decir que  f  

tal que f(x) = b  x, es relación funcional . 

Sea  (x, y)f  y  (x, z)f .  Entonces f(x)  = y   y   f(x) = z . Como f(x) = b  x , 

entonces y  =  b  y  b = z  de donde y = z . Por lo tanto se cumple la implicación                                          

                                            

                                      (x, y)f  (x, z)f     y = z ,  

 

O sea  que f es relación funcional . 

 

A las funciones del tipo del Teorema 3. 6 las llamaremos constantes y sus 

gráficas son de la siguiente forma :      
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La función característica 
 

3.7   Definición :  0 =  ,  1 =  0 ,   2 =  0, 1 . 

3. 8  Definición : Sea B  A ,  C B (x) = 1 si xB y C B (x) = 0 si xB 

3. 9  Proposición :   C B  : A   2 es una función. 

 

Demostración :   Debemos ver que C B  cumple las tres condiciones de la 

definición de función :  

 

(i) que C B  es una relación de A en 2.  

                      C B  = (x, 1) / x A  (x, 0) / x A 

                             = (x, 1), (x, 0) / x A 

Claramente C B   A  0, 1. O sea que C B  A  2 ; lo que quiere decir que 

C B  es una  relación de A en 2 . 

(ii) También es claro que 


1p C B   =  A . 

(iii) (x, y) C B   (x, z) C B     y = z 

 

                                        ELD  

                Demostrar (x, y) C B   (x, z) C B     y = z     

(1)    C B (x) =1 si xB  y  C B (x) = 0 si x B                           3.8                                         

(2)                            (x, y) C B   (x, z) C B                              P 

(3)                           C B (x)  = y   C B (x) = z                    traducción 2   

(4)                            C B (x)  = 0    C B (x)  = 1                            1      

(5)                                         C B (x)  = 0                                        P   

(6)                                       y = 0    z = 0                                   I 5,3 

(7)                                             y = z                                             6 

(8)                             C B (x)  = 0    y = z                               CP 5,7 

     (9)                                        C B (x)  = 1                                         P        
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    (10)                                     y = 1  z = 1                                   I 3, 9   

    (11)                                            y = z                                           10 

    (12)                              C B (x)  = 1    y = z                            CP 8,11         

    (13)                                      y = z    y = z                             Ds 4,8,12 

    (14)                                              y = z                                       Dp 13 

   (15)   (x, y) C B   (x, z) C B   y = z                                 CP 2,14 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar la implicación (x, y) C B   (x, z) C B   y = z,  es decir 

que C B  es una relación funcional.    

(2)Supongamos que (x, y) C B  y  (x, z) C B   (3)o sea  C B (x)  = y   y  C B (x) = z . 

(4) Por 3.8,  C B (x)  = 0   o   C B (x)  = 1. (5) (6)Si C B (x)  = 0 , y = 0  y   z = 0  (7)y 

por lo tanto  y  = z . (8) (9)Si C B (x)  = 1,  y = 1  y  z = 1 (10)esto es  y  = z . 

(11)(12)(13)(14)Entonces vemos que  sea que C B (x)  = 0   o   C B (x)  = 1,  el 

resultado es el mismo, a saber, y = z .(15)Luego (x, y) C B   (x, z) C B  y = z 

. 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar (x, y) C B   (x, z) C B   y = z  es decir que C B  es una 

relación funcional.    

 

Supongamos que 

                                     (x, y) C B    y    (x, z) C B   

 o sea   

                                    C B (x)  = y    y   C B (x) = z . 

 Por 3.8,   

                                    C B (x)  = 0   o   C B (x)  = 1.  

 

Si  C B (x)  = 0 , entonces  y = 0  y   z = 0  y por lo tanto  y  = z .  

 

Si C B (x)  = 1,  entonces y = 1  y   z = 1, y por lo tanto  y  = z .  

 

Entonces vemos que  sea que C B (x)  = 0   o   C B (x)  = 1  el resultado es el 

mismo, a saber, y = z .  Luego (x, y) C B   (x, z) C B   y = z . 
          

La función a la que se refiere el teorema anterior se llama la función 

característica de B en A. 
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La restricción de una función 

 
3.10   Definición : Sea  f : A   B  y  C  A . Para cada xC ,  f | C (x) = f(x) 

3.11   Proposición :  Si  f : A   B  y  C  A entonces  f | C  : C   B  es una 

función. 

 

Demostración : Debemos ver que f | C  cumple las tres condiciones de la 

definición de función: 

 

(i)    f| C  CB, es decir, f | C  es una relación de C en B 

 

                                                ELD  

                                         Demostrar  f | C   C  B 

                                Traducción (x, y) f | C  (x, y)CB 

                (1)      f : A   B    C  A                                      P    

            (2)                              (x, y) f | C                               P 

                (3)                          f(x) = y  xC                    traducción 2         

                (4)                           yB                               (1),(3)  

                (5)                           xC                                   S 3 

                (6)                     xC   yB                           A 5,4   

                (7)                      (x, y)CB                     traducción 6     

                (8)    (x, y) f | C  (x, y)CB                               CP 2,7                

                (9)     f | C  CB                                      traducción 8   

             (10)    f | C  es una relación de C en B                 traducción 9 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que f | C  es una relación de C en B o sea que f| C  CB. 

(2)Sea (x, y) f | C .(3) Entonces f(x) = y  con  xC (3.10). (4)Como C  A  y  f es 

una función de A en B , yB  (5) (6)y entonces tenemos xC   yB, (7) o sea que 

(x, y)CB (8) (9)y por lo tanto  f | C  CB, (10) es decir que f | C  es una relación 

de C en B, que era lo que queríamos demostrar. 

 

Demostración en lenguaje formal  sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que f | C  es una relación de C en B o sea que f| C  CB. 
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Sea  

                                       (x, y) f | C .  

Entonces  

                               f(x) = y  con  xC     (3.10).  

 

Como C  A  y  f es una función de A en B , entonces yB  y  xC   yB,  

 o sea  

                                     (x, y)CB .  

 Por lo tanto   

                                    f | C  CB;   

 

es decir que f | C  es una relación de C en B, que era   lo que queríamos demostrar. 

  

(ii)   


1p f | C = C , se realiza por definición de f | C  . 

(iii) (x, y) f | C   (x, z) f | C   y = z   ( f | C  es una relación funcional) 

 

                                             ELD  

                                  Demostrar (x, y) f | C   (x, z) f | C   y = z    

                    (1)    f : A   B  y  C  A                                                              P        

                    (2)   f | C (x) = f(x) ,  xC                                                          3.10 

                (3)                               (x, y) f | C   (x, z) f| C                             P     

            (4)                                  (x, y) f   (x, z) f                               I 3,2    

                (5)                           (x, y) f   (x, z) f    y = z                       (1)       

                (6)                                     y = z                                        PP 4,5 

                (7)   (x, y) f | C   (x, z) f | C   y = z                                   CP 3,6                                     

             (8)  f | C  es una relación funcional                            traducción 7             

                                                                                                                   

La función que se refiere al teorema anterior se llama la restricción de f a C y se 

puede ilustrar de la siguiente manera :  
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La extensión de una función 
 

3.12 Definición : Sea f : A   B  y  C  A, cualquier función  g : C   B  tal 

que g| C = f 

                            se llama una extensión de f  a  C.  

 

La idea de extensión de una función se puede ilustrar de la siguiente manera :  

 

 
Es claro que (en contraste con la situación para restricciones ) dados f : A   B  

y  C  A puede haber muchas extensiones de f a C. 

  

EJERCICIO 3.1 

 

1. 3.2 

2.  (a, a, a)  = ? 

3. (a, b, c)  = (a, (b, c))  ? 

4.  f : A   B    C  A   f : A   C   

5. Diga por qué cada una de las siguientes triplas no son funciones : 

 

    (i) ((1, a), (2, b), (3, b), 1, 2, 3, 4, a, b, c) 

    (ii) ((1, a), (2, b), (3, b), 1, 2, 3, a, c) 

    (iii) ((1, a), (2, b), (2, c), 1, 2, a, b, c) 

 

Obsérvese que las relaciones de (i) y (ii) son funcionales. 

 

6. Modifique los conjuntos de salida o los de llegada en (i) y (ii) del ejercicio 

anterior para que el resultado sí sea función. 

7. 3.4  

8. f : AB C      f = f| A  f| B  

9.(i) BABA gfCBgCAf   ::   h =  f  g 
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              h : A  BC    h| A = f     h| B = g 

    (ii) f : A C     g : B C   A  B =     h = f  g 

              h : A  BC    h| A = f     h| B = g  

10.  :    B  (que la podemos llamar función vacía. La función vacía es la 

                             función    :     ) 

11. Sea  f : A   C     g : B C   f  g    f  = g 

12. (a) ¿Cuántas funciones existen de un conjunto con n elementos en uno con m 

elementos   ( n, m naturales ) ? 

       (b) ¿Cuántas funciones características existen a partir de un conjunto con n 

elementos? 

 

ACTIVIDAD PRÁCTICA – PROCESO IMITATIVO 
 

2.  (a, a, a)  = ? 

(a, a, a)  = ((a, a), a)                                                           3.1 

               = (a, a), (a, a), a                                        2.4  

               =  a, a, a,  a , a, a, a            2.4 

               =  a, a, a, a, a   

               =  a, a, a 

 

 3.  (a, b, c)  = (a, ( b, c)) ?   

     (a, ( b, c)) = a, a, (b, c)                               2.4 

                      = a, a, b, b, c                    2.4 

    

      (a, b, c)  = ((a, b), c))                                            3.1 

                   = (a, b), (a, b), c                           2.4 

                   = a, a, b,a, a, b, c       2.4 

 

Se ve que (a, ( b, c))  ((a, b), c)) . Por lo tanto  (a, b, c)   (a, ( b, c)) . 

 

4.  f : A   B    B  C   f : A   C   

 

                                                ELD  

                                         Demostrar  f : A   C    

                            Traducción  (i)  f  AC   (ii) Afp 


1   (iii) f es funcional 

 

                (1)      f : A   B                                                         P    

            (2)       B  C                                                               P 

                (3)       f  A  B                                                          1        

                (4)      A  B   A  C                                 I 2, Ejercicio 2.2 (5)                     
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             i (5)     f  A  C                                                          3,4 

      ii (6)    


1p f = A                                                      1        

      iii  (7)   f   es relación funcional                                       1     

     (8)    f : A   C                                                         5,6,7   

            

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

(3) (4)Por hipótesis,  f  A  B  y B  C ; de donde f    A  C . Esto quiere decir 

que  f es una relación de A en C. 

(5)Debido a que f es una función de A en B, entonces 


1p f = A . (7)Por la misma 

razón,  f es una relación funcional . (8)Por lo tanto, f es una función de A en C.   

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Por hipótesis,  f  A  B  y B  C ; de donde f    A  C . Esto quiere decir que  f 

es una relación de A en C. 

Debido a que f es una función de A en B, entonces 


1p f = A . Por la misma razón,  

f es una relación funcional . Por lo tanto,  f es una función de A en C.   

 

5. Diga por qué cada una de las siguientes triplas no son funciones : 

 

(i) ((1, a), (2, b), (3, b), 1, 2, 3, 4, a, b, c) 

 

(ii) ((1, a), (2, b), (3, b), 1, 2, 3, a, c) 

 

    (iii)     ((1, a), (2, b), (2, c), 1, 2, a, b, c) 

 

 
 Para (i):                  

 

Veamos en qué falla la tripla (g, D, E)  para que no sea función, donde  
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 g =(1, a), (2, b), (3, b) ,      D = 1, 2, 3, 4 ,      E = a, b, c . 

 


1p g = 1, 2, 3 D .  O sea que falla en la segunda condición de la definición de 

función. 

 

Para (ii) : 

¿En qué falla la tripla (h, D, E)  para que no sea función, donde 

  

    h =  (1, a), (2, b), (3, b) ,  A = 1, 2, 3,    B = a, c ?  

 

 h  AB  ya que, por ejemplo, (1, a)h  y  (2, b)AB . Esto significa que h no 

es una relación de A en B; es decir que falla en la primera condición de la 

definición de función. 

 

Para (iii) 

 

Sea   f = (1, a), (2, b), (2, c)   C = 1, 2,   D = a, b, c    

 

Observemos que (2, b)f  y  (2, c)f   pero  b  c; lo que quiere decir que f  no es 

relación funcional y por lo tanto no es función.  

 

6. Modifique los conjuntos de salida o los de llegada en (i) y (ii) del ejercicio 

anterior para que el resultado sí sea función. 

 

En (i) eliminamos el 4 y en (ii) eliminamos el 2 y el 3, los diagramas nos quedan  

 

 
Se ve claramente que estas dos relaciones son funciones.  

 

En (iii), eliminando la pareja  ordenada (2, b) de f, el diagrama nos queda : 

 

 
que claramente es una función. 
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8. f : AB C      f = f | A  f | B  

                                                        ELD  

                                                      Demostrar  f = f | A  f | B  

                                          Traducción (x, y)f  (x, y) f | A  f | B          

                     (1)    f : AB C                                                              P        

               ) (2)                                     (x, y)f                                      P 

                (3)                             f(x) = y   xAB                           1,2   

            (4)                            f(x) = y   (xA xB)             traducción 3   

                (5)                ( f(x) = y  xA) ( f(x) = y  xB)      ley dist. (4)              

                (6)        (x, y) f | A   (x, y) f | B                               5  

                (7)                     (x, y) f | A  f | B                       traducción 6           

        1     (8)    (x, y)f  (x, y) f | A  f | B                                 CP 2,7      

          ) (9)                          (x, y) f | A  f | B                           P 

                    (10)                            (x, y) f | A  (x, y) f | B           traducción 9     

                    (11)                  ( f(x) = y  xA)  ( f(x) = y  xB)    I 10, 3.10        

                    (12)           ( f(x) = y  xAB)  ( f(x) = y  xAB)  11, 1.13(ii)  

                    (13)                                f(x) = y  xAB                       Dp 12 

                    (14)                                         (x, y)f                                 13,1 

                2 (15)   (x, y) f| A  f| B  (x, y)f                                    CP 9,14 

                    (16)  (x, y)f  (x, y) f | A  f | B                                   LB 8,15 

                    (17)    f (x)  = (f | A  f | B )(x)                                         traducción 16 

                  (18)    f  = f | A  f | B                                                             I 17, 3.4   

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que f = f | A  f | B .(2)Sea (x, y)f. (3) Como f es una función 

de AB en C, f(x) = y  xAB; (4)de donde resulta la conjunción   f(x) = y   

(xA xB) (5)que es equivalente a la disyunción ( f(x) = y  xA) ( f(x) = y 

 xB); (6)o sea  (x, y) f | A   (x, y) f | B  (7)de donde (x, y) f | A  f | B . 

 (8)Por lo tanto 

                                     (x, y)f  (x, y) f | A  f | B .   ( I ) 

 

(9)Sea ahora (x, y) f | A  f | B  (10) o sea (x, y) f | A  (x, y) f | B .(11) Entonces  

( f(x) = y  xA)  ( f(x) = y  xB) (3.10)   

(12)   y por lo tanto ( f(x) = y    xAB)  ( f(x) = y    xAB) , (13)  de donde  

f(x) = y  xAB.(14) Como f es una función de A  B en C, entonces (x, y)f. 

(15)Así que 
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                                               (x, y) f| A  f| B  (x, y)f  .      ( II ) 
 

(16)De ( I ) y ( II ) se tiene la equivalencia  (x, y)f  (x, y) f | A  f | B ; (17) 

(18)o es decir  f  = f | A  f | B . 

 

Demostración en lenguaje formal  sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que f = f | A  f | B . Sea (x, y)f.  Como f es una función de 

AB en C, entonces f(x) = y  xAB, es decir  f(x) = y   (xA xB), que 

es equivalente a la disyunción ( f(x) = y  xA)  ( f(x) = y  xB); por lo que  

(x, y) f | A   (x, y) f | B , de donde (x, y) f | A  f | B . Así que se cumple la 

implicación 

 

                                     (x, y)f  (x, y) f | A  f | B .   ( I ) 

 

Sea ahora (x, y) f | A  f | B   o sea (x, y) f | A  (x, y) f | B . Por (3.10), esto 

equivale  a la disjunción  ( f(x) = y  xA)  ( f(x) = y  xB),  que  a su  vez es 

( f(x) = y  xAB)  ( f(x) = y  xAB) , de donde f(x) = y  xAB. 

Como f es una función de AB en C, (x, y)f . Así que 

                    

                                      (x, y) f| A  f| B  (x, y)f  .      ( II ) 

 

De ( I ) y ( II ) se tiene (x, y)f  (x, y) f | A  f | B  o sea  f  = f | A  f | B . 

 

9.(i) BABA gfCBgCAf   ::   h =  f  g 

              h : A  BC    h| A = f     h| B = g   

 

1. Interpretación :  Lo que la proposición quiere decir es que el razonamiento : 

                                

 
 

es válido.        
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Gráficamente : 

 
 

 
                                         ELD1  

                                      Demostrar h : A  BC   

                                  Traducción : (i)   h  (A  B)  C 

                                                       (ii)   p 1 h = A  B 

                                                       (iii)  (x, y)h   (x, z)h    y = z            

                     

            
               (5)                                           (x, y)h                                         P  

               (6)                                       (x, y) f  g                                   I 4,5  

               (7)                               (x, y)f    (x, y)g                   I. 6, 1.11(ii) 

               (8)            (f(x) = y  xA)   (g(x) = y  xB)            I. 7, (1), (2)    

               (9)                   (xA  yC)   (xB yC)               (8), (1), (2) 

              (10)                            (xA xB)  yC                     I 9, ley dist. 
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              (11)                           xAB  yC                              I 9, 1.11(ii) 

              (12)                         (x, y)(AB)  C                         I trad.10, 2.6  

              (13)  (x, y)h    (x, y) A  B)  C                               CP 5,12 

              (14)    h  (A  B)  C                                                  I trad.13, 1.3          

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar h  (A  B)  C, es decir que h es una relación de A  B  en 

C. (5)Sea (x, y)h. (6) (7)Como  h = f  g ,  (x, y) f  g  y  (x, y)f    (x, y)g. 

(8)Como f es una función de A en C y g una función de B en C ,  entonces 

(f(x) = y  xA)  (g(x) = y  xB) (9) y por lo tanto (xA  yC)   (xB 

yC) (10)o sea (xA xB)  yC (11) es decir que xAB  yC (12) y (x, 

y)(AB)  C; (13) (14)Ldemostrándose que h  (A  B)  C.   

 

Demostración en lenguaje formal  sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que  h  (A  B)  C es decir que h es una relación de A  B  

en C. 

 

Sea                                        (x, y)h.  

Como 

                                              h = f  g ,  

entonces    

                                            (x, y) f  g   

Es decir 

                                     (x, y)f    (x, y)g.  

 

Como f es una función de A en C y g una función de B en C , entoces 

 

                          (f(x) = y  xA)   (g(x) = y  xB)   

y por lo tanto 

                               (xA  yC)   (xB  yC)  

o sea  

                                       (xA  xB)  yC, 

 es decir 

                                          xAB  yC  

 y  por lo tanto 

                                       (x, y)(AB)  C; 

 demostrándose que  

                                         h  (A  B)  C.       
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                      ) (5)                             x


1p h                               P 

                           (6)                      (x, y)h  p.a. y                   I trad.5, 2.12                

                           (7)                    h  (A  B)  C                      P  ELD (i) 

                           (8)                   (x, y)(AB)  C                      (6), (7) 

                           (9)                   x(A B)  yC                 I trad.8, 2.12         

                          (10)                       xA B                                    S 9 

                       1 (11)   x


1p h  xA B                                  CP 5, 10 

                     ) (12)                         xA B                                   P 

                           (13)                  y = f(x)  y = g(x)                      P, 1, 2,3 

                           (14)        xA B  (y = f(x)  y = g(x))         A 12,13   

                           (15)    (xA  xB)  (y = f(x)  y = g(x))   traducción 14                               

                           (16) (xA(y=f(x)y=g(x)))(xB(y=f(x)y=g(x))) I 15, Ley Dist.  

                           (17)       (xA  y = f(x))  (xB  y = g(x))      3, 16                                                     

                           (18)                  (x, y)f  (x, y)g                 traducción 17 

                           (19)                        (x, y)f g                       traducción 18 

                           (20)                            h =  f g                             I 19,4 

                           (21)                            (x, y)h                              I 19,20 

                           (22)                             x


1p h                          I trad.20, 2.12   

                       2 (23)  xA B   x


1p h                                    CP 12,22 

                           (24)   x


1p h  xA  B                                   LB 11,23 

                        (25)   


1p h = A  B                                           traducción 24 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  


1p h = A  B. 

(5)Sea x


1p h. (6) Entonces existe y tal que (x, y)h  (2.12). (7)Se demostró que 
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 h  (A  B)  C, (8)luego (x, y)(AB)  C (9)es decir   x(A B)  yC (10) 

de donde xA B . (11)Por lo tanto 

                                                      x


1p h  xA B    ( I ) 

 

(12)Sea ahora xA B. (13) (14)Como f es una función de A en C y g una función 

de  B en C y  f   restringido BA  es igual a g  restringido BA , entonces   

  xA B  (y = f(x)  y = g(x)) (15) (16)que es equivalente a la disyunción  

 

             (xA  (y = f(x)  y = g(x)))  (xB  ( y = f(x)  y = g(x))) .  
 

(17) (18) (19)Como f restringido BA  es igual a g restringido BA , se tiene la  

disyunción  

                                   (xA  y = f(x))  (xB  y = g(x))  

 

que es equivalente a (x, y)f  (x, y)g, que significa que (x, y)f g . (20) (21) 

(22)Como h =  f g , entonces (x, y)h  y  x


1p h.  (23)Por lo tanto  

                                                    xA B   x


1p h .    ( II ) 

(24)De ( I ) y ( II ) se tiene   x


1p h  xA  B (25) o sea 


1p h = A  B , 

que era lo que queríamos demostrar.                           

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  


1p h = A  B. 

Sea x


1p h.  Entonces existe y tal que (x, y)h  (2.12). Se demostró que 

 h  (A  B)  C, luego (x, y)(AB)  C es decir   x(A B)  yC  de donde 

xA B . Por lo tanto 

                                            x


1p h  xA B    ( I ) 

 

Sea ahora xA B. Como f es una función de A en C y g una función de B en C 

y f restringido BA  es igual a g restringido BA , entonces 

 

                                         xA B  (y = f(x)  y = g(x))  

 

que equivale a la disyunción  

 

               (xA  (y = f(x)  y = g(x)))  (xB  ( y = f(x)  y = g(x))) . 

 

 Como f restringido BA  es igual a g restringido BA , se tiene la disyunción  
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                                     (xA  y = f(x))  (xB  y = g(x)) 

 que es equivalente a 

                                                   (x, y)f  (x, y)g,  

que significa que  

                                                          (x, y)f g . 

Como  

                                                            h =  f g ,  

entonces  

                                                   (x, y)h  y  x


1p h.  

Por lo tanto  

                                                  xA B   x


1p h .       ( II ) 

 

De ( I ) y ( II ) se tiene la equivalencia   

                                           

                                                     x


1p h  xA  B   

o sea  

                                                            


1p h = A  B   

 

que era lo que queríamos demostrar. 

 

 

                        
(5)                                 (x, y)h   (x, z)h                                                      P 

(6)                           (x, y)f g  (x, z)f g                                               I 4,5 

(7)                  ((x, y)f  (x, y)g)  ((x, z)f  (x, z)g)               traducción 6 

 

(8)                           [((x, y)f  (x, y)g)  (x, z)f] 

                                                         

                             [((x, y)f  (x, y)g)  (x, z)g]                        I. Ley. dist., 7 

 

(9)                     [((x, y)f (x, z)f ) ((x, y)g  (x, z)f )] 
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                      [((x, y)f (x, z)g)  ((x, y)g  (x, z)g)]              I. Ley Dist, 8 

  

(10)                   [((x, y)f (x, z)f ) ((x, y)f  (x, z)f )]  

                                                         

                      [((x, y)g (x, z)g)  ((x, y)g  (x, z)g)]                         I 9, 3 

 

 (11)              [(x, y)f  (x, z)f ]    [(x, y)g  (x, z)g]                         Dp 10  

 (12)                          (x, y)f  (x, z)f    x = z                                            (1)  

 (13)                          (x, y)g  (x, z)g   x = z                                            (2) 

 (14)                                 x = z  x = z                                                 Hs 11,12,13 

 (15)                                      x = z                                                                  Dp 14 

 (16)   (x, y)h   (x, z)h    y = z                                                          CP 5,15 

 (17) h es una relación funcional.                                                      Traducciòn 16 

                                                                   

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

 
Vamos a demostrar que  (x, y)h   (x, z)h  implica  y = z,  es decir que h es 

una relación funcional.  
 

(5)Sea (x, y)h   (x, z)h. (6) Entonces (x, y)f g  (x, z)f g  ya que por 

hipótesis h =  f g. (7) (8)De esto resulta la conjunción 

 

                             ((x, y)f  (x, y)g)  ((x, z)f  (x, z)g)  

 

que es equivalente a la disyunción 

 

                                          [((x, y)f  (x, y)g)  (x, z)f] 

                                                                 o 

                                          [((x, y)f  (x, y)g)  (x, z)g] 

 

(9) que genera la disyunción 

 

                                [((x, y)f (x, z)f ) ((x, y)g  (x, z)f )] 

                                                                               o 

                                      [((x, y)f (x, z)g)  ((x, y)g  (x, z)g)] 

 

(10)que a su vez es equivalente a la disyunción 

 

                               [((x, y)f (x, z)f ) ((x, y)g  (x, z)f )]  

                                                                               o 

                                      [((x, y)g (x, z)g)  ((x, y)g  (x, z)g)]    
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(11)de la cual, por simplificación disyuntiva , se obtiene la  disyunción : 

 

                                                 (x, y)f  (x, z)f        (*) 

                                                                 o  

                                                 (x, y)g  (x, z)g      (**) 

 

(12)De (*) se desprende que x = z  ya que f es una relación funcional . (13)De (**) 

también se desprende que x = z  por ser igualmente g una relación funcional. 

(14)(15)De todas formas, cualquiera sea la alternativa que consideremos, ya sea (*) 

o (**), el resultado es el mismo, a saber, x = z . (16)(17)Así que entonces se tiene 

la implicación  (x, y)h   (x, z)h    y = z, que era lo que queríamos 

demostrar. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que  (x, y)h   (x, z)h    y = z,  es decir que h es una 

relación funcional.  

 

Sea (x, y)h   (x, z)h.  Entonces (x, y)f g  (x, z)f g  ya que por 

hipótesis h =  f g. De esto resulta la conjunción  

 

                                ((x, y)f  (x, y)g)  ((x, z)f  (x, z)g)  

 

que es equivalente a la disyunción  

 

                                          [((x, y)f  (x, y)g)  (x, z)f] 

                                                                 o 

                                          [((x, y)f  (x, y)g)  (x, z)g], 

 

la cual genera la disyunción 

 

                                     [((x, y)f (x, z)f ) ((x, y)g  (x, z)f )] 

                                                                                    o 

                                           [((x, y)f (x, z)g)  ((x, y)g  (x, z)g)] 

 

que a su vez  equivale a la disyunción 

 

                                    [((x, y)f (x, z)f ) ((x, y)g  (x, z)f )]  

                                                                                     o 

                                            [((x, y)g (x, z)g)  ((x, y)g  (x, z)g)]     
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de la cual, por simplificación disyuntiva , se obtiene la disyunción : 

 

                                              (x, y)f  (x, z)f        (*) 

                                                            o  

                                              (x, y)g  (x, z)g     (**) 

 

De (*) se desprende que x = z  ya que f es una relación funcional . De (**) 

también se desprende que x = z  por ser igualmente g una relación funcional. De 

todas formas, cualquiera sea la alternativa que consideremos, ya sea (*) o (**), el 

resultado es el mismo, a saber, x = z . Así que entonces se tiene la implicación   

 

                                       (x, y)h   (x, z)h    y = z,  

         

que era lo que queríamos demostrar. 

 

 
                )(5)                                   (x, y)h| A                                         P 

                     (6)                               (x, y)(f g)| A                                    I 4,5 

                     (7)                                  (f g)| A = f                            (1),(2),(3),(4), 3.12 

                     (8)                                      (x, y)f                                         I 6,7 

                  1 (9)   (x, y)h| A  (x, y)f                                                    CP5,8 

                )(10)                                   (x, y)f                                             P 

                     (11)                              (x, y)f  xA                                     (1) 

                     (12)                           (x, y)f g   xA                           (11), 1.13(ii) 

                     (13)                              (x, y)h   xA                                  I 12,4 

                     (14)                                  (x, y)h| A                                     (13), 3.12 

                 2 (15)  (x, y)f   (x, y)h| A                                                CP 10, 14 

                     (16)   (x, y)h| A  (x, y)f                                                  LB 9,15 

                  (17)    h| A  = f                                                                       traducción 16   

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que  h| A  = f.  
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(5)Sea (x, y)h| A .(6) Como h =  f g , (x, y)(f g)| A . (7)(8) Como f es una función de 

A en C, g una función de B en C  y  f  restringido BA  es igual a g restringido 

BA , entonces f g  es una extensión tanto de f como de g; en particular f g es una 

extensión de f,   o sea (f g)| A = f   y por lo tanto (x, y)f . (9) Entonces se tiene la 

implicación 

  

                                                   (x, y)h| A  (x, y)f  .      (*) 

 
 

(10)Sea ahora (x, y)f. (11)Entonces (x, y)f  xA  ya que f es una función de A 

en C; (12)de donde se tiene que (x, y)f g   xA. (13) Como  h =  f g , 

entonces (x, y)h   xA (14)y esto quiere decir que (x, y)h| A . (15)O sea que se 

cumple la implicación 

                                               (x, y)f   (x, y)h| A .     (**) 

 

(16)De (*) y (**) se tiene la equivalencia (x, y)h| A  (x, y)f (17) o sea  h| A  = f , que 

era lo que queríamos demostrar. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que  h| A  = f.  

 

Sea  

                                                           (x, y)h| A .  

Como  

                                                             h =  f g ,  

entonces  

                                                             (x, y)(f g)| A .   

 

Como f es una función de A en C, g una función de B en C  y  f  restringido BA  es 

igual a g restringido BA  (hipótesis), entonces f g  es una extensión tanto de f como 

de g.  En particular f g es una extensión de f,   o sea  

 

                                                                   (f g)| A = f,  

  y por lo tanto  

                                                                      (x, y)f . 

Entonces se tiene la implicación 

  

                                                   (x, y)h| A  (x, y)f  .      (*) 
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Sea ahora (x, y)f. Entonces (x, y)f  xA  ya que f es una función de A en C; 

de donde se tiene que (x, y)f g   xA.  Como  h =  f g , (x, y)h   xA. 

Pero esto quiere decir que (x, y)h| A . O sea que se cumple la implicación 

 

                                               (x, y)f   (x, y)h| A .     (**) 

 

De (*) y (**) se tiene  

                                                 (x, y)h| A  (x, y)f   

o sea  

                                                             h| A  = f ,  

 

que era lo que queríamos demostrar. 

   

9. (ii) f : A C     g : B C   A  B =     h = f  g 

              h : A  BC    h| A = f     h| B = g  

 

1. Interpretación: Lo que la proposición quiere decir es que el razonamiento: 

 

 
 

Es válido. 

                        ELD1  

                Demostrar h : A  BC   

             Traducción : (i)   h  (A  B)  C 

                                  (ii)   


1p h = A  B 

                                 (iii)  (x, y)h   (x, z)h    y = z            
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  (5)                                           (x, y)h                                         P  

  (6)                                       (x, y) f  g                                   I 4,5  

  (7)                                  (x, y)f    (x, y)g                    I trad.6, 1.11(ii) 

  (8)                     (f(x) = y  xA)   (g(x) = y  xB)       trad. 7, 1, 2    

  (9)                          (xA  yC)   (xB yC)                   8, 1, 2 

  (10)                             (x, y) AC  (x, y)BC               I trad.9, 2.6  

  (11)                               (x, y) (AC)(BC)                   I trad.10, 1.11(ii) 

  (12)                         (AC)(BC) = (AB)  C                           P     

  (13)                                   (x, y)(AB)  C                               I 11,12 

  (14)    (x, y)h    (x, y) A  B)  C                                     CP 5,13 

  (15)    h  (A  B)  C                                                          traducción 14         

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar h  (A  B)  C,  es decir que h es una relación de A  B  en 

C. 
 

(5)Sea  (x, y)h. (6) (7)Debido a que h =  f g , entonces  (x, y) f  g  y  (x, y)f  

o  (x, y)g . (8) Como f  es una función de A en C  y  g es una función de B en C,  

(f(x) = y  xA)   (g(x) = y  xB).  

(9) (10)Entonces  (xA  yC)   (xB yC)  o sea (x, y) AC  (x, y)BC 

(2.6); (11)de donde (x, y) (AC)(BC).  

(12)(13) Como (AC)(BC) = (AB)  C, (x, y)(AB)  C ; (14)cumpliéndose 

entonces que (x, y)h    (x, y) (A  B)  C, (15) es decir h  (A  B)  C,  

que era lo que queríamos demostrar. 
 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que h  (A  B)  C  es decir que h es una relación de A  B  

en C. 

Sea   

                                                          (x, y)h.  

Debido a que  

                                                          h =  f g , 

entonces  

                                                        (x, y) f  g   

y  por lo tanto 

                                                  (x, y)f    (x, y)g . 

 

 Como f  es una función de A en C  y  g es una función de B en C, entonces 
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                               (f(x) = yC  xA)   (g(x) = yC  xB). 

De donde     

                                            (xA  yC)   (xB yC)  

 o sea   

                                               (x, y) AC  (x, y)BC       (2.6);  

Y por lo tanto 

                                                   (x, y) (AC)(BC).  

 Como  

                                              (AC)(BC) = (AB)  C,  

entonces 

                                                      (x, y)(AB)  C ;  

cumpliéndose entonces que  

                                          (x, y)h    (x, y) A  B)  C   

es decir  

                                                        h  (A  B)  C.   

                                 

                  
           

     ) (5)                                   x


1p h                                      P 

           (6)                              (x, y)h  p.a.y                       I trad.5, 2.12                

           (7)                                 (x, y) f g                                I 4,6 

           (8)                             (x, y)f  (x, y)g                 I trad.7, 1.11(ii)  

           (9)                 (xA  y = f(x))  (xB  y = g(x))         8,1,2      

          (10)                                  xA  xB                 S 9 (ambos miembros) 

          (11)                                     xA B                         I trad.10, 1.11(ii)       

       1 (12)   x


1p h  xA B                                               CP 5, 10 

     ) (13)                                    xA B                                    P 

           (14)                                 xA  xB                        I trad.13, 1.11(ii) 

           (15)                                 xA  fx = y                               1  

           (16)                                 xB  gx = y                              2      

           (17)                                 fx = y  gx = y                     Ds 14,15,16     
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           (18)                              (x, y)f  (x, y)g                          17 

           (19)                                   (x, y)f g                         I 18, 1.11(ii)                                               

           (20)                                      (x, y)h                                I 4,19 

           (21)                                      x


1p h                          I trad.19, 2.12 

       2 (22)    xA B   x


1p h                                            CP 13,21                            

           (23)    x


1p h  xA  B                                             LB 12,22 

         (24)     


1p h = A  B                                                   traducción 22 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que    


1p h = A  B.      

(5)Sea x


1p h. (6) Entonces (x, y)h  para algún y (2.12). (7)Como h =  f g , (x, 

y) f g  (8)es decir (x, y)f  (x, y)g  (9)de donde (xA  y = f(x))  (xB  

y = g(x)), ya que f es una función de A en C y  g una función de B en C,  (10) y 

por lo tanto xA  xB ; (11) o sea xA B , (12) cumpliéndose la implicación 

                                                x


1p h  xA B .    (*) 
 

(13)Sea ahora xA B. (14) Entonces se tiene la siguiente disyunción : 

 

                                                    xA  o  xB .  

 

(15)   Si  xA , entonces  fx = y ,     ya que CAf :       

 (16)  Si  xB , entonces  gx = y ,    ya que    CBg :     

(17)  Por tanto,    fx = y    gx = y    (silogismo hipotético) 

(18) y  (x, y)f  (x, y)g (19) o sea (x, y)f g . (20)Como h =  f g ,  

entonces (x, y)h (21) y  x


1p h. (22)Así que 

                                           xA B   x


1p h      (**) 

(23)De (*)  y  (**), se tiene la equivalencia x


1p h  xA  B, 

 (24) o sea 


1p h = A  B , que era lo que queríamos demostrar.  

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que    


1p h = A  B.      

 Sea                                                x


1p h.  
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 Entonces  

                                                       (x, y)h       para algún y   (2.12).  

Como  

                                                      h =  f g ,  

entonces 

                                                   (x, y) f g,   

O sea  

                                              (x, y)f  (x, y)g   

de donde  

                                (xA  y = f(x)C)  (xB  y = g(x)C),  

 

ya que f es una función de A en C y  g una función de B en C. Por lo tanto 

 

                                       xA  xB ;  o sea xA B ,   

 

cumpliéndose la implicación 

                                         x


1p h  xA B .    (*) 

 

Sea ahora xA B.  Entonces se tiene la siguiente disyunción : 

 

                                               xA  o  xB .  

 

Si  xA , entonces  fx = y ,     ya que CAf :       

Si  xB , entonces  gx = y ,    ya que    CBg :     

 

Por tanto,    

                                              fx = y    gx = y    (silogismo hipotético)  

y   

                                             (x, y)f  (x, y)g  

o sea  

                                                  (x, y)f g .  

Como  

                                                   h =  f g ,  

entonces  

                                           (x, y)h  y  x


1p h.  

Así que 

                                           xA B   x


1p h         (**) 

De (*)  y  (**) se tiene la equivalencia x


1p h  xA  B 
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o sea 


1p h = A  B , que era lo que queríamos demostrar.  

                              

 

                                                        ELD(iii) 

                          Demostrar  hyx ),(  hzx ),(   y = z 

(1)  CAf :                                                                                                    P 

(2)  CBg :                                                                                                    P 

(3)   AB = Ø                                                                                                   P 

(4)   h = f  g                                                                                                     P 

(5)                               (x, y)h   (x, z)h                                                        P 

(6)                             (x, y)f g  (x, z)f g                                           I 4,5 

(7)                ((x, y)f  (x, y)g)  ((x, z)f  (x, z)g)                                 6 

 

(8)                           [((x, y)f  (x, y)g)  (x, z)f]  

                                                          

                               [((x, y)f  (x, y)g)  (x, z)g]                      I. ley dist., 7 

(9)                  [((x, y)f (x, z)f )  ((x, y)g  (x, z)f )] 

                                                           

                        [((x, y)f (x, z)g)  ((x, y)g  (x, z)g)]         I. ley dist., 8 

 

(10)                                [(x, y)g  (x, z)f ]                                            (3) 

  

(11)                                    [(x, y)f  (x, z)f ]  

                                                          

              [((x, y)f  (x, z)g)  ((x, y)g  (x, z)g)]   TP 9(primer miembro),10   

                                

 (12)                                      [(x, y)f  (x, z)g)]                                           (3)  

 

 (13)         [(x, y)f (x, z)f ]  [((x, y)g  (x, z)g)] TP 11(segundo miembro),12                                                                         

 (14)                             (x, y)f   (x, z)f    y = z                                         (1)                   

 (15)                             (x, y)g  (x, z)g    y = z                                        (2)  

 (16)                                      y = z    y = z                                         Ds 13,14,15 

 (17)                                            y = z                                                           Dp 16 

 (18) (x, y)h   (x, z)h    y = z                                                           CP 5,17 

 (19)   h es una relación funcional                                                     traducciòn 18 

                                                                   

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

 
Vamos a demostrar que  (x, y)h   (x, z)h    y = z  es decir que h es una 

relación funcional.      
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(5)Sea (x, y)h   (x, z)h . (6) Entonces (x, y)f g  (x, z)f g ,   

ya que h =  f g . (7)Esto es ((x, y)f  (x, y)g)  ((x, z)f  (x, z)g) , (8) lo 

que, por la ley distributiva, se convierte en  

 

               [((x, y)f  (x, y)g)  (x, z)f]  [((x, y)f  (x, y)g)  (x, z)g] . 

 

 (9)De donde resulta la siguiente disyunción : 

 

                              [((x, y)f (x, z)f ) ((x, y)g  (x, z)f )]       

                                                                o                                          (*) 

                              [((x, y)f (x, z)g)  ((x, y)g  (x, z)g)]       

 

(10)Debido a que BA  y siendo que f es una función de A en C y g una 

función de B en C no puede ocurrir que (x, y)g  (x, z)f , (11)por lo tanto el 

primer miembro de la disyunción (*)  se reduce a ((x, y)g  (x, z)f . (12) Por el 

mismo argumento no puede ocurrir que (x, y)f  (x, z)g, luego el segundo 

miembro de la disyunción (*) se reduce a (x, y)g  (x, z)g) .  (13)Así que (*) 

queda reducida a la disyunción :  

 

                      ((x, y)f  (x, z)f ) o (((x, y)g  (x, z)g)) 

 

   (14)  Si (x, y)f  y  (x, z)f , entonces  y = z ;  ya que  f es relación funcional. 

   (15)  Si (x, y)g  y  (x, z)g , entonces  y = z ;  ya que  g es relación funcional.  

   (16)  Por lo tanto,  y = z  o  y = z . (17)O sea  y = z . 

(18) (19)Así que h es una relación funcional.       

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que  (x, y)h   (x, z)h    y = z  es decir que h es una 

relación funcional.      

Sea (x, y)h   (x, z)h .  Entonces (x, y)f g  (x, z)f g  ya que h =  f g .  

O sea ((x, y)f  (x, y)g)  ((x, z)f  (x, z)g),  lo que por la ley distributiva 

se convierte en  

 

            [((x, y)f  (x, y)g)  (x, z)f]  [((x, y)f  (x, y)g)  (x, z)g] .  

 

De esto resulta la siguiente disyunción : 

 

                              [((x, y)f (x, z)f ) ((x, y)g  (x, z)f )]       

                                                                o                                          (*) 

                              [((x, y)f (x, z)g)  ((x, y)g  (x, z)g)]     
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Debido a que BA  y siendo que f es una función de A en C y g una función 

de B en C, no puede ocurrir que (x, y)g  (x, z)f; por lo tanto, el primer 

miembro de la disyunción (*)  se reduce a ((x, y)g  (x, z)f .  Por el mismo 

argumento no puede ocurrir que (x, y)f  (x, z)g; luego el segundo miembro 

de la disyunción (*) se reduce a (x, y)g  (x, z)g) .  Así que (*) queda 

reducida a la disyunción :  

 

                      ((x, y)f  (x, z)f ) o (((x, y)g  (x, z)g)) 

 

Si (x, y)f  y  (x, z)f , entonces  y = z ,  ya que  f es relación funcional. 

Si (x, y)g  y  (x, z)g , entonces  y = z ,  ya que  g es relación funcional.  

Por lo tanto,  y = z  o  y = z . O sea  y = z . Así que h es una relación funcional.       

              

     
   )(5)                                     (x, y)h| A                                             P 

        (6)                               (x, y)h    xA                                    5, 3.10 

        (7)                            (x, y) f  g    xA                                  I 6,4 

        (8)                      ((x, y) f   (x, y)g)  xA                      I trad.7, 1.11(ii)                       

        (9)              ((x, y) f  xA)  ((x, y)g  xA)                I 8,  ley dist. 

       (10)             (y = f(x)   xA)  (y = g(x)  xA)                 traducción 9     

        (11)         (y = f(x)   xA)  (y = g(x)  xB  xA)              10, 2 

        (12)                     (y = g(x)  xB  xA)                                  3 

        (13)                              (y = f(x)   xA)                                    TP 11,12 

        (14)                                     (x, y)f                                         traducción 13  

    1 (15)  (x, y) h| A   (x, y)f                                                       CP 5,14 

        (16)                                     (x, y)f                                                 P 

        (17)                                 (x, y)f g                                           5 

        (18)                                       xA                                                 1, 16 

        (19)                           (x, y)f g  xA                                   A 17,18 

        (20)                              (x, y)h  xA                                        I 4,19 

        (21)                                   (x, y)h| A                                   I trad. 20, 3.12 

    2 (22)   (x, y)f  (x, y) h| A                                                      CP 16,21 

        (23)   (x, y)h| A  (x, y)f                                                        LB 9,15 

     (24)       h| A = f                                                                        traducción 23   
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Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que  h| A = f . 

(5)Sea (x, y)h| A .(6)Entonces (x, y)h    xA (3.10). (7)Como h =  f g , entonces 

(x, y) f  g    xA (8)o sea ((x, y) f   (x, y)g)  xA, (9)que es equivalente a  

 

                                   ((x, y) f  xA)  ((x, y)g  xA) , 

 

 (10)que es lo mismo que   

                                     (y = f(x)   xA)  (y = g(x)  xA). 

 

 (11)Como g es una función de B en C, de lo anterior se tiene  la disyución   

 

                                                      y = f(x)   xA  

                                                              o                      (*) 

                                                 y = g(x)  xB  xA.  

 

(12)Como BA ,  no ocurre que  y = g(x)  xB  xA (13) luego se verifica el 

primer miembro de (*), esto es y = f(x)   xA (14) o sea (x, y)f . (15)Y por lo tanto 

 

                                                   (x, y) h| A   (x, y)f         ( I ) 

 

(16) Sea ahora (x, y)f . (17) (18) (19)  Entonces (x, y)f g  y  xA ya que f es una 

función de A en C. 

 

 (20) Como h =  f g  se tiene   que (x, y)h  xA,  (21) esto es (x, y)h| A  (3.12), 

(22) y entonces se cumple la implicación 

 

                                                     (x, y)f  (x, y) h| A  .     ( II ) 

 

(23) De ( I ) y ( II ) se tiene la equivalencia (x, y)h| A  (x, y)f . (24) Esto es  h| A = f . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que  h| A = f . 

Sea (x, y)h| A .Entonces (x, y)h    xA (3.10). Como h =  f g ,  entonces 

(x, y) f  g    xA o sea ((x, y) f   (x, y)g)  xA que es equivalente a  

 

                                    ((x, y) f  xA)  ((x, y)g  xA),  

 

que es lo mismo que  
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                                     (y = f(x)   xA)  (y = g(x)  xA).  

 

Como g es una función de B en C, de lo anterior se tiene  la disyución   

 

                                                      y = f(x)   xA  

                                                              o                      (*) 

                                               y = g(x)  xB  xA.  

 

Como BA ,  no ocurre que  y = g(x)  xB  xA  luego se verifica el primer 

miembro de (*) esto es y = f(x)   xA  o sea (x, y)f . Y por lo tanto 

 

                                                   (x, y) h| A   (x, y)f          ( I ) 

 

Sea ahora (x, y)f .  Entonces (x, y)f g  y  xA ya que f es una función de A en C.  

Como h =  f g  se tiene   que (x, y)h  xA   esto es (x, y)h| A  (3.12),  y 

entonces se cumple la implicación 

 

                                                     (x, y)f  (x, y) h| A  .       ( II ) 

 

 De ( I ) y ( II ) se tiene la equivalencia (x, y)h| A  (x, y)f . Esto es  h| A = f . 

 

10.  :    B  (que la podemos llamar función vacía) 

. La función vacía es la función    :     . 

                      

                     ELD  

                Demostrar  :    B   

             Traducción : (i)       B 

                                  (ii)   


1p   =  

                                  (iii)  (x, y)   (x, z)    y = z        

      

Demostración de (i) :     B ,  debido a que  es subconjunto de todo 

conjunto. 

                

Demostración de (ii) 

 

                                     ELD (ii)  

                   Demostrar  


1p   =  

                                 Por RRA 

(1)                           


1p                                        P 
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(2)                          x: x


1p                            (1), 1.6(ii) 

(3)                        (x, y)    p.a.y                    traducción 2   

(4)                                B                                 P (i) 

(5)                          (x, y)  B                             (3), (4)   

(6)                            x  yB                        traducción 5 

     (7)                               x                                       S6 

     (8)                               x  x                                 trad. 7,1.5 

   (9)    


1p   =                                                     RAA 1,8 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que   


1p   =  . 

(1)Supongamos lo contrario, esto es, 


1p     . (2) Entonces existe x


1p  

(1.6(ii)). (3)Esto implica que (x, y)  para algún y (2.12). (4)Hemos 

demostrado que      B, (5)luego (x, y)  B (6)(7) de donde x  (2.6). 

(8)Pero esto significa que x  x, lo cual es un absurdo. (9)Por lo tanto 


1p   =  . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que   


1p   =  . 

Supongamos lo contrario, esto es, 


1p     . Entonces existe x


1p ,  por 

(1.6(ii)). Esto  implica que (x, y)  para algún y (2.12). Hemos demostrado 

que      B, luego (x, y)  B  de donde x  (2.6). Pero esto significa 

que x  x, lo cual es un absurdo. Por lo tanto 


1p   =  . 

 

Demostración de (iii) :   

 

La implicación   (x, y)   (x, z)    y = z es verdadera  ya que el 

antecedente es falso, y no importa qué valor de certeza tome el consecuente, 

verdadero o falso, la condicional es verdadera.        

 

11. Sea  f : A   B     g : A B   f   g    f  = g                                 

 

                                               ELD   

                            Demostrar f  = g 
                                  Por RAA 

     (1)      f : A   B                                                                  P  

     (2)     g : A B                                                                    P 
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     (3)     f   g                                                                           P 

(4)                                    f  g                                              P 

(5)          (x 0 , y 0 ): (x 0 , y 0 )f   (x 0 , y 0 )g           traducción (1) 

(6)                              (x 0 , y 0 )f                                        S 2   

(7)                               (x 0 , y 0 )g                                       6,3 

(8)                               (x 0 , y 0 )g                                       S 5  

(9)                    (x 0 , y 0 )g  (x 0 , y 0 )g                          A 7,8           

(10)    f  = g                                                                    RAA 4,9     

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

(4)Supongamos lo contrario; esto es f  g . (5) Entonces  existe una pareja (x 0 , y 0 ) 

tal que (x 0 , y 0 )f  y (x 0 , y 0 )g . (6)  En particular (x 0 , y 0 )f .  (7) Debido a que 

por hipótesis f  g, entonces  (x 0 , y 0 )g. (8) (9)Pero esto contradice el hecho de 

que  (x 0 , y 0 )g.  (10)Luego, f = g .        

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Supongamos lo contrario; o sea  f  g . Entonces  existe una pareja (x 0 , y 0 ) tal 

que (x 0 , y 0 )f   y   (x 0 , y 0 )g . En particular (x 0 , y 0 )f . Debido a que por 

hipótesis f   g , entonces  (x 0 , y 0 )g . Pero esto contradice el hecho de que  

(x 0 , y 0 )g . Luego  f  = g .        

 

 

2. COMPOSICIÓN DE FUNCIONES 
        

       El concepto de “composición de relaciones” que introdujimos en la sección 

4 del capítulo anterior, es especialmente fácil de ver cuando las relaciones son 

funcionales. Aunque la definición 2.14 no impone restricciones, la composición 

de funciones nos interesa especialmente cuando la situación es la siguiente:   

 

 Sea  f : A   B   y  g : C D de manera que p 2 f  C . Ahora, f transforma a 

cada x de A en fx que está en p 2 f  y por lo tanto en C .  g transforma a fx  en gfx ( 

o g(f(x)) con la notación  más común ) . En definitiva se obtiene una tercera 

función de A en D cuya relación funcional es g   f , (g  f)x = g(fx) para cada 

xA . 
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3.13 Proposición :   Sea f : A   B   y  g : C D   tal  que p 2 f   C, entonces 

                                 g   f  : A D es una función .      

 

 

 
 

Demostración :   

 

(i) Por 2.15  g   f   es una relación de A en B.   

 

(ii)  Por el ejercicio 2.4, 4 (ii), p 1 ( g   f) = p 1 f = A . 

 

(iii) (x, y)g  f  (x, z)g  f   y = z 

                                                            

                                                             ELD 

                             Demostrar (x, y)g  f  (x, z)g  f   y = z 

           (1)    f : A   B                                                                                 P 

           (2)   g : C D                                                                                  P 

           (3)   p 2 f   C                                                                                     P 

           (4)                          (x, y)g  f  (x, z)g  f                                      P 

           (5)  u,v p 2 f : [(x,u)f(u, y)g]  [(x,v)f  (v,z)g]               4  

           (6)                     [(x, u) f  (x, v)f]  [(u, y)g  (v, z)g]       CL 5      

           (7)                               (x, u) f  (x, v)f                                        S6 

           (8)                         (x, u) f  (x, v)f    u = v                              (1) 

           (9)                                        u = v                                                    PP 7,8   

          (10)                            (u, y)g  (v, z)g                                          S 6 

          (11)                           (u, y)g  (u, z)g                                          I 10,9 

          (12)                         (u, y)g  (u, z)g    y = z                              (2) 

          (13)                                      y = z                                                   PP 12,11  

          (14)   (x, y)g  f  (x, z)g  f    y = z                                        CP 4,13 

       (15)   g   f es relación funcional                                                      trad. 14        
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Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 
(4) (5) (6)  

Si (x, y)  g   f   y  (x, z)g  f  entonces (x, u), (x, v)f   y  (u, y), (v, z)g para  

algunos u,vp 2 f . (7) (8) (9) (10) (11)  Como f es function, entonces u = v y se tiene 

que (u, y), (u, z)g . (12) (13) Como g también es function,  y = z . (14) (15) Por lo 

tanto g   f  es relación functional.  

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Sea 

                                  (x, y)  g   f    y   (x, z)g  f.  

Entonces  

                          (x, u) f, (x, v)f   y  (u, y) g, (v, z)g           p. a. u,vp 2 f .   

 

Como f es function, u = v y se tiene que (u, y) g, (u, z)g .  Como g también es 

function, entonces  y = z .  Por lo tanto g  f es relación functional.  

 

3.14  Definición : La función g   f  : A D a que se refiere la proposición 

anterior se llama la composición de las dos funciones  f, g .  

 

Existe una manera de visualizar el concepto de “función” que resulta 

especialmente útil para acabar de comprender la composición de funciones.  Una 

función  f : A   B es como una máquina que al introducirle un objeto x de A lo 

transforma en un objeto fx de B .   La funciones de identidad x dejan a los 

objetos intactos y las funciones constantes transforman a todos los objetos en un 

mismo objeto. 

 

 
 

 

Si ahora tenemos dos máquinas una f y otra g de tal naturaleza que la máquina g 

acepta los objetos elaborados por f, las dos se pueden ensamblar para obtener 

otra máquina, la máquina g   f . (Fig. 30)  
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                                                   Fig. 30 

 

Como casos especiales de proposiciones ya demostradas se tienen las dos 

afirmaciones siguientes : 

 

   Sea f : A   B . Por el ejercicio 2.4 (3) : I B   f  = f      f   I A  =  f 

   Sea  f : A   B ,  g : C   D   y  h : E    tales que  


2p f   C, 


2p g  E , por 

la proposición 2.17 :  h  ( g  f ) = ( h  g ) f . 

 

EJERCICIOS : 3.2 
 

1. Sea f : R  R , f x = senx  y  g: R  R , g x = x 2 .  fggf   . 

 

2. Sean g : A   B  , f : A C 

 

         (a) Existe  h : 


2p g   C   tal  que  f = h  g   si  y  solamente si  para todo  

               x, y A ,   g(x) = g(y)    f(x) = f(y) . 

 

          (b) Tal h es única. 

 

3.   Sea B  A . Definimos la función de inclusión , E B : B  A por E B x = x 

para cada xB . 

 

(i) Si B = A , E B = I A  

(ii) f| B = f   E B  para cualquier f : A  C 

 

 4. De ejemplos de funciones diferentes f: A   A , g: A  A ( diferentes de la 

identidad y sin ser el inverso de g) tales que f g = g f 
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ACTIVIDAD PRÁCTICA – PROCESO IMITATIVO  
 

1. Sea f : R  R , f x = senx  y  g: R  R , g x = x 2 .  fggf   . 

 
2))(())(())(( senxxgsenxgfxgf   

xsensenxgxfgxfg 2)())(())((   

 

 fggf    

 

2. Sean g : A   B  , f : A C 

(a) Existe  h : 


2p g   C   tal  que  f = h  g   si  y  solamente si  para todo 

 x, y A ,   g(x) = g(y)    f(x) = f(y) . 

  

 Demostración de (a) en el sentido ) : 

 

                                                                ELD 

                             Demostrar : h : 


2p g   C   tal  que  f = h  g  

                               Traducción : (i)   h  


2p g  C   

                                                    (ii)   


1p h = 


2p g 

                                                    (iii) (x, y)h  (x, z)h    y = z   

           (1)  g : A   B                                                                                    P 

           (2)   f : A C                                                                                     P 

           (3)   g(x) = g(y)  f(x) = f(y)                                                              P 

           

Demostración de (i) : 

                                                             ELD(i) 

                                          Demostrar : h  


2p g  C 

                               Traducción : (x, y)h    (x, y) 


2p g  C      

           (1)  g : A   B                                                                                    P 

           (2)   f : A C                                                                                     P 

           (3)   g(x) = g(y)  f(x) = f(y)                                                              P 

           (4)                   h: 


2p g   C   f = hg                                              P 

           (5)                                          (x, y)h                                                 P 

           (6)                                      h: 


2p g   C                                            S 4         
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           (7)                                           x 


2p g                                               5,6 

           (8)                                             yC                                                    5,6 

           (9)                                     x 


2p g  yC                                        A7,8 

          (10)                                  (x, y) 


2p g  C                              traducción 9 

          (11)  (x, y)h    (x, y) 


2p g  C                                               CP 5,10                

        (12)    h  


2p g  C                                                                traducción 11 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

 Vamos a demostrar  h  


2p g  C  

(1) (2) (3) (4) Sea h: 


2p g   C  tal que  f = h g ,  con  g : A   B  y  f : A   C . 

 (5) Supongamos que (x, y)h . (6) (7) (8) (9)Entonces x 


2p g  e  yC;   (10)  de 

donde  (x, y) 


2p g  C. (11) (12)  Por lo tanto h  


2p g  C.     

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar  h  


2p g  C  

Sea h: 


2p g   C  tal que  f = hg ,  con  g : A   B  y  f : A   C .  

 

Supongamos                         

                                                      (x, y)h .  

Entonces  

                                                       x


2p g         con  yC; 

Esto implica 

                                                (x, y)


2p g  C.       (2.6) 

Por lo tanto  

                                                  h  


2p g  C        

 

Demostración de (ii) :                  ELD(ii) 

                                          Demostrar 


1p h = 


2p g  

                                       Traducción : x


1p h  x 


2p g       

           (1)  g : A   B                                                                                    P 
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           (2)   f : A C                                                                                     P 

           (3)   g(x) = g(y)  f(x) = f(y)                                                              P 

           (4)                   h: 


2p g   C   f = hg                                               P 

      )(5)                                          x 


1p h                                                  P 

           (6)                                   (x, y)h    p.a.y                                I trad.5, 2,12               

           (7)                                    h  


2p g  C                                      I 6, ELD (i) 

           (8)                                  (x, y) 


2p g  C                                         6, 7           

           (9)                                     x 


2p g  yC                                I trad.8, 2.6  

          (10)                                           x


2p g                                              S 9 

      1 (11)  x


1p h     x


2p g                                                               CP 5,10                

   ) (12)                            x


2p g                                                                P 

         (13)                        (y, x)g   p.a.y                                           traducción 12 

         (14)                            x = g(y)                                                   traducción 13 

         (15)                         f(y) = (h g)(y)                                                        4       

         (16)                         f (y) = h(g(y))                                            traducción 15                              

         (17)                          f (y) = h(x)                                                          I 14,16     

         (18)                          (x, f(y))h                                                 traducción 17 

         (19)                             x p 1 h                                                  I trad.18, 2.12   

     2 (20)    x


2p g    x


1p h                                                            CP 12,19 

         (21)    x


1p h    x


2p g                                                              LB 11,20 

      (22)     


1p h =


2p g                                                                     traducción 21 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que 


1p h = 


2p g .  

(4)Sea h: 


2p g   C  tal que  f = h  g. (5)Supongamos que x 


1p h. 

 (6)Entonces (x, y)h para algún y . (7) (8)Debido a que h 


2p g  C  (por (i)),  

(x, y)


2p g  C ; (9) es decir, x


2p g   e  yC. (10)En particular x 


2p g .  

(11)Así que se tiene la implicación :  

                                                  

                                                     x


1p h     x


2p g            ( I ) 
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(12)Sea ahora  x


2p g . (13) Entonces (y, x)g   para algún y. (14) (15) (16) 

Expresando esto en la forma x = g(y),  por construcción de h,  f (y) = h(g(y)); (17) 

es decir f (y) = h(x). (18) O sea (x, f(y))h.  (19)Esto significa que x


1p h. (20) Por 

tanto, también se tiene la implicación: 

                                                    

                                                     x 


2p g    x


1p h             ( II )     

 

(21)De ( I ) y  ( II ) se tiene x


1p h    x


2p g . (22) O sea p 1 h = 


2p g .     

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que 


1p h = 


2p g .  

 Sea h: 


2p g   C  tal que  f = hg.  

 

Supongamos  

                                                x


1p h.  

Entonces  

                                              (x, y)h     p.a. y .  

Debido a que  

                                         h  


2p g  C      (por (i)),  

entonces 

                                        (x, y)


2p g  C .  

Esto quiere decir que  x 


2p g   y  yC. En particular x 


2p g .  Así que se 

tiene la implicación :  

                                      x


1p h     x


2p g            ( I ) 

 Sea ahora  x


2p g . Entonces (y, x)g   para algún y. Expresando esto en la 

forma x = g(y), por construcción de h, f (y) = h(g(y)); es decir que f (y) = h(x). O 

sea que (x, f(y))h.  Esto significa que x


1p h. Por tanto, también se tiene la 

implicación: 

                                       x


2p g     x


1p h            ( II )     

De ( I ) y  ( II ) se tiene  x


1p h    x


2p g .  O sea 


1p h =


2p g .     

 



     Funciones 

UNIVERSIDAD DE LA AMAZONIA                     FLORENCIA CAQUETÁ COLOMBIA                                                               

176 

Demostración de (iii) :  

                                      

                                                             ELD(iii) 

                                          Demostrar : (x, y)h   (x, z)h   y = z  

           (1)  g : A   B                                                                                    P 

           (2)   f : A C                                                                                     P 

           (3)   g(x) = g(y)  f(x) = f(y)                                                              P 

           (4)   h: 


2p g   C   f = h g                                                              P 

           (5)                            (x, y)h   (x, z)h                                            P 

           (6)                                     x


1p h                                                  I 5, 2.12               

           (7)                                  


1p h =


2p g                                                   (ii) 

           (8)                                       x 


2p g                                                   I 6,7      

           (9)   ( u,v)[(g(u) = x  y = h(x))  (g(v) = x  z = h(x))]                  5,8                                   

          (10)                                     g(u) = g(v)                                                  9 

          (11)                       g(u) = g(v)  f(u) = f(v)                                         3 

          (12)                                    f(u) = f(v)                                               PP 11,10                

          (13)                                h(g(u)) = h(g(v))                                           I 4,12 

          (14)                               y = h(x) = h(g(u))                                             5,9 

          (15)                                z = h(x) = h(g(v))                                            5,9 

          (16)                                       y = z                                                    13,14,15        

       (17)  (x, y)h   (x, z)h   y = z                                                  CP 5,16                                

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que h es una realción funcional. 
 

(5) Sea (x, y)h   (x, z)h. (6) Entonces x


1p h . (7) (8)Debido a que 


1p h =


2p g 

entonces  x


2p g . (9)Por lo tanto g(u) = x  tal que  y = h(x))  y  g(v) = x tal que  

z = h(x) para algunos u y v; (10)de donde  g(u) = g(v). (11) (12)Por la condición de 

la hipótesis  g(u) = g(v)  f(u) = f(v),  se tiene la igualdad f(u) = f(v).   (13) (14) 

(15)Por construcción de h, se tienen las igualdades: 

 

                                                  h(g(u)) = h(g(v))                                                        

                                                  y = h(x) = h(g(u))   

                                                  z = h(x) = h(g(v)), 
 

(16)de donde se obtiene que y = z . Por lo tanto h es una relación funcional. 
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Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que h es una relación funcional. 

Sea (x, y)h   (x, z)h. Entonces x


1p h . Debido a que 


1p h =


2p g ,  

entonces x


2p g  Por lo tanto g(u) = x  tal que  y = h(x)  y  g(v) = x tal que  

z = h(x) para algunos u y v; de donde  g(u) = g(v). Por la condición de la 

hipótesis  g(u) = g(v)  f(u) = f(v),  se tiene la igualdad f(u) = f(v).  Por 

construcción de h, se tienen las igualdades: 

 

                                                  h(g(u)) = h(g(v))                                                        

                                                  y = h(x) = h(g(u))   

                                                  z = h(x) = h(g(v)), 

 

de donde se obtiene que y = z . Por lo tanto h es una relación funcional. 

 

Demostración de (a) en el sentido ) : 

                                                                 ELD 

                             Demostrar : g(x) = g(y)  f(x) = f(y)   
                                 

           (1)  g : A   B                                                                                    P 

           (2)   f : A C                                                                                     P 

           (3)   h : 


2p g   C   tal  que  f = h  g                                             P 

           (4)                                       g(x) = g(y)                                                 P 

           (5)                                      h(g(x)) = h(g(y))                                         4         

           (6)                                         f(x) = f(y)                                                5,3 

        (7)   g(x) = g(y)  f(x) = f(y)                                                           CP 4,6    

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que g(x) = g(y)  f(x) = f(y) . 
 

(4)Sea  g(x) = g(y). (5) Entonces h(g(x)) = h(g(y)) . (6) Como f = h g (hipótesis), 

f(x) = f(y) . (7)Luego g(x) = g(y)  f(x) = f(y) . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que g(x) = g(y)  f(x) = f(y) . 

 

Sea  g(x) = g(y).  Entonces h(g(x)) = h(g(y)) .  Como f = h g (hipótesis),  

f(x) = f(y) . Luego g(x) = g(y)  f(x) = f(y) . 
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3. Sea B  A . Definimos la función de inclusión , E B : B  A por E B x = x 

para cada xB . 

 

(i) Si B = A , E B = I A  

(ii) f| B = f   E B  para cualquier f : A  C 

 

   Demostración de (i) :                                                       

                                               ELD          

                          Demostrar : B = A   E B = I A                                 

           (1)  B A                                                                  P 

           (2)  E B :B A                                                         P 

           (3)  E B x = x ,  xB                                               P 

           (4)                                  B = A                                  P 

           (5)                     E B x = E A  x  = x ,  xA             3, 4         

           (6)                      E A  x  = x = I A x ,  xA                P                                                     

           (7)                      E B x =  I A x ,  xA                    I 5,6    

           (8)                         E B  =  I A                                      7 

        (9)    B = A   E B = I A                                          CP4,8 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que E B  =  I A . 

(3) E B x = x,  xB. (4) (5)  Como B = A,  E B x = E A  x  = x,  xA . (6) (7) Pero 

como  E A  x  =  x  = I A x ,   E B x =  I A x . (8) Es decir E B  =  I A .        

                               

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que E B  =  I A . 

 

E B x = x,  xB.   Como B = A,  E B x = E A  x  = x,  xA .   

Pero  E A  x  =  x  = I A x ,  luego E B x =  I A x .  Es decir E B  =  I A .                                      

 

Demostración de (ii) : 

 

                                               ELD          

                          Demostrar : f | B  = f E B                                 

           (1)   B A                                                                  P 
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           (2)   f: A C                                                            P 

           (3)   f | B x = f(x) ,   xB                                         3.10 

           (4)   E B x = x , xB                                     func. inclusión         

           (5)   f | B x = f(E B x) , xB                                     I 3,4 

           (6)   f | B x = (f E B )(x) , xB                        traducción 5                                                    

         (7)    f | B  = f E B                                               traducción 6         

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

(1)(2)Sean B  A  y  f una función cualquiera de A en C. (3) f | B x = f(x) para cada 

xB (3.10). (4) (5) Esta igualdad es equivalente a  f | B x = f(E B x)  para cada xB, 

siendo E B  la función de inclusión. (6) (7)Pero esta última igualdad no es otra cosa 

que  f | B  = f E B . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Sean B  A  y  f una función cualquiera de A en C.  Entonces f| B x = f(x) para 

cada xB . Esta igualdad es equivalente a  f| B x = f(E B x)  para cada xB, 

siendo E B  la función de inclusión. Pero esta última igualdad no es otra cosa que  

f| B  = f E B . 

 

 

3. IMÁGENES DIRECTAS E INVERSAS 
 

3.15  Definción :  Sea   f: A B , C  A , D B 

                                    Cf


 =   y /  xC (y= fx) 

                                    Df


 = x / xA  fxD 


f C  se llama  la imagen directa de C y  sus elementos tienen la siguiente 

caracterización: 

                                          y Cf


    xC : y = f (x) 

 

Df


 la imagen indirecta de D y sus elementos tienen la siguiente 

caracterización : 

                                                  x Df


   f (x) C 
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f  a  y  


f  b  lo escribiremos 


f a  y 


f b a no ser que se puedan presentar 

confusiones. Obsérvese que 


f a= fa. 

 

Ejemplo : Considere la función (1) de la sección 1. Si llamamos f a esta función : 

      

              


f 1,2 =  a, b , 


f 1 = a, 


f 3 = b,  

              


f a,b = 


f a,b,c = 1, 2, 3 ,  


f c =  

     
      

3.16 Proposición : Sea  f: A  B 

        (i)  


f C  B                                        (iv)  


f B = A                              

        (ii) 


f D  A                                       (v)  C 1 = C 2     C 1 = 


f C 2  

        (ii) 


f A = 


2p f                                     (vi) D 1 = D 2   


f D 1 = 


f D 2     

 

Demostración de (i) : 

                                                            ELD       

                                                Demostrar 


f (C)  B 

                                          Traducción :  y 


f C  yB 

                                 (1)   f: A  B                                            P 

                                 (2)                     y 


f C                            P 

                                 (3)             xC : y = f (x)             I trad.2, 3.15 

                                 (4)                        yB                             1,3 

                                 (5)  y 


f C  yB                              CP 2,4 

                               (6)  


f (C)  B                                   I Trad.5, 1.3 
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Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar 


f (C)  B . 

(2)Sea y 


f C. (3)Entonces xC : y = f (x) (1.6(ii)). (4)Como f es una función 

de A en B, entonces yB . (5) (6)De donde


f (C)  B. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar 


f (C)  B . 

Sea y 


f C. Entonces xC : y = f (x) (1.6(ii)). Como f es una función de A en 

B, entonces yB . De donde


f (C)  B. 

 

(ii)                                                            ELD       

                                                Demostrar 


f D  A 

                                          Traducción :  x


f D  xA 

                                 (1)   f: A B                                            P 

                                 (2)                      x


f D                            P 

                                 (3)                   y = f (x)D             I trad.2, 3.15 

                                 (4)                      D  B                             P 

                                 (5)                   y = f (x)B                      3,4  

                                 (6)                         xA                        1,5, 3.15               

                                 (7)    x


f D  xA                          CP 2,6     

                               (8)   


f D  A                                   I Trad.7, 1.3 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar  que


f D  A. 

(2)Sea x


f D. (3) Por 3.15, y = f (x)D. (4) (5) Como D  B, f (x)B. (6)Como f 

es una función de A en B,  xA . (7) (8) O sea 


f D  A . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar  que


f D  A. 
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Sea x


f D. Por 3.15, y = f (x)D. Como D  B, f (x)B. Como f es una 

función de A en B,  xA . O sea 


f D  A . 

 

 (iii) : 

                                                            ELD       

                                                Demostrar 


f (A) = fp


2   

                                          Traducción :  y


f (A)  y fp


2   

y


f (A)   xA : y = f (x)             3.15 

                xA : (x, y)f         traducción  

                y fp


2                            2.12                                       

 

Demostración de (iv) : 

                                                            ELD       

                                                Demostrar  B = A 

                                          Traducción :  


f B  A  A  


f B 

Por (ii), 


f B  A . 

 

Demostremos A  


f  B 

                                                            ELD       

                                                Demostrar A 


f B 

                                          Traducción :  xA  x


f B  

                                 (1)   f: A  B                                          P 

                                 (2)                          xA                           P 

                                 (3)                       y = f (x)B           1, 2 , 3.15 

                                 (4)                        x


f (B)               trad.3 ,3.15 

                                  (5)  xA  x


f (B)                          CP 2,4 

                                  (6)  A 


f B                                        traducción 5 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar  que A 


f B. 
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(2)Sea xA. (3) Por 3.15 y por hipótesis, y = f (x)B. (4)De donde x


f (B) (3.15) 

. (5) (6)  Así que  A 


f B. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar  que A 


f B. 

Sea xA. Por 3.15 y por hipótesis, y = f (x)B. De donde x


f (B) (3.15) .Así 

que A 


f B. 

 

 (v) :                                                          

                                                                       ELD       

                                                     Demostrar 


f C 1 = 


f C 2  

                                              Traducción :  y


f C 1   y


f C 2    

                                 (1)   C 1 = C 2                                                       P 

 

y 


f C 1     xC 1  : y = f (x)               (3.15)                      

                   xC 2  : y = f (x)             C 1 = C 2                           

                    y


f C 2                               (3.15) 

                                                  

Demostración de (vi) : similar a (v). 

 

Sea f: A B .Para cada CP (A), Cf


P(B) y teniendo en cuenta (v) de la 

proposición anterior resulta que 


f : P (A) P(B) es una función. 

 

Similarmente para cada DP(B),  Df


P (A) y por (vi) se tiene la función   


f : P(B) P (A) .  

 

 
 

Demostración : 



     Funciones 

UNIVERSIDAD DE LA AMAZONIA                     FLORENCIA CAQUETÁ COLOMBIA                                                               

184 

 

Sea f: A B . Para cada CP (A) , f (C)P(B). O sea que 


f  P (A)  P(B). 

También está claro que 


1p


f = P (A). La condición (iii) de la definición de 

función (3.3) también se cumple, teniendo en cuanta (v) de la proposición 

anterior. Por lo tanto 


f : P (A) P(B)  es una función . 

 

Ejemplo. Tomemos la función (4) de la sección 1, función que llamaremos f .  

 

 
 

 

         

 

Las funciones 


f y  


f   están dadas en los siguientes diagramas : 

 
 

3.18 Definición : p 1 (a, b) = a           p 2 (a, b) = b 

 

Para conjuntos A y B cualesquiera 3.18 determina dos funciones : 

 

           p 1  :   A BA        y   p 2 :  A B B . 
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Obsérvese ahora que la notación introducida en 2.12 concuerda muy bien con 

3.18 y 3.15. Las funciones  p 1  y  p 2  se llaman respectivamente primera y 

segunda proyección de  A  B   

 

3.19   Proposición  :   Sea f una función , 

          

    (i) )()()( 2121 CfCfCCf


             (ii) )()()( 2121 CfCfCCf


  

    (iii) 


f ( C 1 ) 


f (C 2 )  


f ( C 1 C 2 )       (iv) )()()( 2121 DfDfDDf


   

    (v) )()()( 2121 DfDfDDf


           (vi) 


f ( D 1 D 2 ) = 


f D 1 


f D 2       

 

Demostración : (i)                               ELD       

                               Demostrar 


f  (C 1 C 2 )   


f  ( C 1 )  


f  ( C 2 )   

                             Traducción :  y 


f (C 1 C 2 )   y


f ( C 1 ) 


f ( C 2 )   

            (1)   f: A B     C 1  , C 2  A                                                                 P 

            (2)                                      y


f (C 1 C 2 )                                               P 

            (3)                          y = f (x)    p.a. x  C 1 C 2                           I . 2, 3.15 

            (4)                      y = f (x)   p.a. x,   xC 1   x C 2                    I .3,1.11(i) 

            (5)             y = f (x)    p.a.x  C 1    y = f (x)    p.a.x C 2                      4                       

            (6)                           y


f ( C 1 )   y


f ( C 2 )                                 I.5,3.15 

            (7)                              y


f ( C 1 ) 


f ( C 2 )                                 I.6,1.11(i)     

            (8)  y


f (C 1 C 2 )   y


f ( C 1 )  


f ( C 2 )                               CP 2,7 

          (9)  


f (C 1 C 2 )   


f ( C 1 ) 


f ( C 2 )                                           I.8,1.3 

 

                                     

                                                          ELD       

    

(iii) :                  Demostrar 


f ( C 1 ) 


f (C 2 )  


f ( C 1 C 2 ) 

                      Traducción :  y


f ( C 1 ) 


f (C 2 )    y


f ( C 1 C 2 )   

       

      (1) f: A B     C 1  , C 2  A                                                                        P 
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      (2)                              y 


f ( C 1 ) 


f (C 2 )                                                    P 

      (3)                            y


f ( C 1 )  y


f (C 2 )                                      I .2,1.16               

      (4)         y = f (x)    p.a.x  C 1    y = f (x)    p.a. x C 2                    I .3, 3.15                                                                                                   

      (5)                 y = f (x)   p.a. x,   xC 1   x C 2                                             4 

      (6)                        y = f (x)   p.a.xC 1  C 2                                        I .5,1.16 

      (7)                                 y


f ( C 1  C 2 )                                             I.6, 3.15    

      (8)    y


f (C 1 ) 


f (C 2 )    y


f ( C 1  C 2 )                                    CP 2,7 

    (9)   


f ( C 1 )  f (C 2 )  


f ( C 1 C 2 )                                                  I .8,1.3 

 
 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

 (2)Sea y 


f ( C 1 ) 


f (C 2 ).(3) Entonces y


f ( C 1 )  y


f (C 2 ) (1.16). (4) Es 

decir, y = f (x)   p.a. x tal que x  C 1    x C 2  (3.15). (5) (6)O sea y = f (x) 

p.a.xC 1  C 2  (1.16). (7)De donde y


f ( C 1  C 2 ) (3.15).  

(8) (9)Luego  


f ( C 1 )  f (C 2 )  


f ( C 1 C 2 ). 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Sea  

                                           y 


f ( C 1 ) 


f (C 2 ).  

Entonces         

                                           y


f ( C 1 )  y


f (C 2 )                (1.16).  

Es decir,  

                                        y = f (x)    x  C 1    x C 2   p.a. x  (3.15).   

O sea  

                                          y = f (x)   p.a. xC 1  C 2                (1.16).  

De donde 

                                                y


f ( C 1  C 2 )                         (3.15).  

Luego   

                                      


f ( C 1 )  


f  (C 2 )  


f ( C 1 C 2 ). 
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Obsérvese que las implicaciones no se pueden  devolver. Si y


f (C 1 ) 


f ( C 2 ) 

entonces y = f ( x 1 ) para algún x 1 C 1  , y = f ( x 2 )  para algún x 2 C 2 , pero no 

podemos afirmar que x 1  =  x 2  

 

 
(vi): 

                                                                ELD 

                                     Demostrar 


f ( D 1 D 2 ) = 


f D 1 


f D 2  

                                    Traducción : x


f ( D 1 D 2 )  x


f D 1 


f D 2  

 

x


f ( D 1 D 2 )   f(x)D 1 D 2                          3.15 

                             f(x)D 1 f(x)D 2                  1.16 

                             x


f D 1 x


f D 2                  3.15 

                             x


f D 1


f D 2                        1.16  

 

 

EJERCICIO 3.3 
 

1. Sea f : R R tal que f(x) = 
3x - x . 

    a) f 2 = ?                            e) 


f R = ? 

   b)  


f 2 = ?                           f) 


f [0, 6] = ? 
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   c)  


f 0 = ?                           g) 


f R = ?             i ) (f  f ) x = ? 

   d)  


f [0, 1] = ?                     h)  (f  f ) 2 = ?    

.                                                   

2.  Sea  f: A B  

    (i)   


f                                         (ii)  


f  

    (iii)  


CCf                          

    (v)  


fpDDf
2

 

 

3. (i)  2121 CfCfCC


  

    (ii)  2121 DfDfDD


  

 

 4.  (i) 2121 )( CfCfCCf


          (ii)    2121 )( CfCfCCf


  

            

5. Lo no demostrado en 3.9 

 

6.  Sea  f: A B , 

      (i) CffC


    (ii) DDff 


 

   

7.   (i) CfCfff


          (iii)   


 ffff     

      (ii) DfDfff


          (iv)  


 ffff   

 

8. Demuestre que ni 


f (C´) = (


f C )´ ni 


f (C´)  (


f C )´ ni (


f C )´  (


f C )´, 

entendiendo los complementos con respecto a A y a B ( f: A  B ) . 

 

9. Sea f : RR 2  , f(x) = (cos x, sen x) y  g : R 2  R , g(x ,y) = x 2 + y 2 . 

      a)  


f [0, π/2] = ?                            b) 


f [0, π/4] = ? 

      c) 


f R= ?                                        d)  


f (0, 1) = ? 

                                

       g) 


f 0R = ? 
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ACTIVIDAD PRACTICA – PROCESO IMITATIVO 
 

 

1. Sea f : R R tal que f(x) = 3x - x . 

  

a)     f 2 = 628223   

 

b)  


f 2 =  


f 2 = f(2) =6 

 

c)  


f 0 = 


f 0 = x / f(x)0     

                          =  x / 3x - x = 0  

                          =  -1, 0, 1 

 

 
 

 
 

 

                                                              
 

 
h) (f  f ) 2 = f(g(2)) = f (2

3 -2)  =  (2
3 -2)

3
 - (2

3 -2)  = 6
3

- 6 = 210 . 

 

i ) (f  f ) x = f(g(x)) = f (x 3 - x)  =  (x 3 - x) 3  - (x 3 - x)      

                                                                

 2 (i) :                                                 ELD  

                                              Demostrar   


f  

                                                      Por RAA 

                         (1)                        


f                           P 

                         (2)                      


 fy                    (1), 1.6(ii) 
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                         (3)                 )(: xfyx             trad.2, 3.15                 

                         (4)                       x  x                           (3), 1.5 

                         (5)   


f                                            RAA1,4   

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  


f . 

(1)Supongamos lo contrario, es decir  


f . (2)Esto significa que 

existe 


 fy  (1.6(i)); (3)lo que implica  que existe )(: xfyx  (3.15). (4)Por 

definición de conjunto vacío, x  x. (5)Pero esto es una contradicción; luego, 

 


f .  
 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  


f . 

Supongamos lo contrario, es decir  


f . Esto significa que existe 


 fy  
(1.6(i)); lo que implica  que existe )(: xfyx  (3.15). Por definición de 

conjunto vacío, x  x. Pero esto es una contradicción; luego,  


f .  
 (ii) : 

                                                          ELD  

                                           Demostrar   


f  

                                                      Por RAA 

                         (1)                        


f                           P 

                         (2)                      


 fx                    (1), 1.6(ii) 

                         (3)                  )(xfy                  trad.2, 3.15                 

                         (4)                       y  y                           (3), 1.5 

                         (5)   


f                                           RAA1,4   

Similar a (i). 

(iii) : 

                                                           ELD  

                                           Demostrar  C  

                                                         Por RAA 

                         (1)         


Cf                                         P 

                         (2)                       C                               P  
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                         (3)                      Cx                         2, 1.6(ii)                 

                         (4)                 Cfxfy


 )(                 3, 3.15 

                         (5)                     


Cf                             4 

                         (6)                


Cf   


Cf                A1,5 

                         (7)    C                                              RAA 2,6 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que C  (2)Supongamos lo contrario, esto es, C . 

(3)Esto quiere decir que existe un x tal que Cx . (4)Entonces 

Cfxfy


 )( (3.15) (5) o sea 


Cf . (6)Pero 


Cf  (hipótesis), (7)luego 

C . 

 
Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

 

Vamos a demostrar que C  . 

Supongamos lo contrario, esto es, C . Esto quiere decir que existe un x tal 

que Cx . Entonces Cfxfy


 )( (3.15)  o sea 


Cf . (6)Pero 


Cf  

(hipótesis), luego C . 
 

      

Supongamos  


DDf  . 

 

Contra ejemplo : 

 


f b, c = , pero b, c   . 

 



     Funciones 

UNIVERSIDAD DE LA AMAZONIA                     FLORENCIA CAQUETÁ COLOMBIA                                                               

192 

     (v)  


fpDDf
2

 

 

    Demostrar    


fpDDf
2

           

                           

                                                           ELD  

                                           Demostrar  


fpD
2

 

                                                         Por RAA 

                         (1)         


Df                                         P 

                         (2)                    


fpD
2

                    P  

                         (3)                    fpDy
2



          I. 2, 1.6(ii)                 

                         (4)                    fpyDy
2



          I.3, 1.11 

                         (5)                    fpy
2



                          S 4 

                         (6)                   fyx ),(  p.a. x           I .5, 2.12  

                         (7)                    )(xfy  p.a. x      traducción 6                        

                              (8)                    Dy                           S4 

                              (9)                    f(x)D                                I 7,8 

                             (10)                  Dfx


                   I .9, 3.15 

                      (11)                 


Df                   I .10, 1.5 

                             (12)            


Df   


Df             A 1,11 

                           (13)  


fpD
2

                               RAA 2,12            

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que 


fpD
2

. 

 

(2)Supongamos lo contrario, esto es, 


fpD
2

. (3)Entonces existe un y tal 

que fpDy
2



 ; (4)de donde Dy  y fpy 2



 .(5) En particular fpy 2



 , 
(6)esto es, fyx ),( para algún x (2.12), (7)lo que significa que )(xfy  para 

algún x . (8)Como Dy , (9)entonces f(x)D (10) y Dfx


 (3.15) (11) de donde 
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Df , (12)lo que contradice la hipótesis de que 


Df ;(13) luego 




fpD
2

. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que 


fpD
2

. 

Supongamos lo contrario, esto es, 


fpD
2

. Entonces existe un y tal que 

fpDy
2



 ; de donde Dy  y fpy 2



 . En particular fpy 2



 ,esto es, 
fyx ),( para algún x (2.12), lo que significa que )(xfy  para algún x . 

Como Dy , entonces f(x)D  y Dfx


 (3.15)  de donde 


Df , lo que 

contradice la hipótesis de que 


Df ; luego 


fpD
2

. 

                         

Demostración de 


fpD
2

 


Df  
                                             

                                                          ELD  

                                           Demostrar  


Df  

                                                         Por RAA 

                         (1)       


fpD
2

                                         P 

                         (2)                           


Df                               P  

                         (3)                          Dfx


                      I 2, 1.6(ii)                 

                         (4)                     Dxfy  )(                    I trad.3, 3.15 

                         (5)                         fyx ),(                      traducción 4        

                         (6)                          fpy
2



                      I trad.5, 2.12  

                         (7)                    fpyDy
2



                     A 4,6                        

                              (8)                     fpDy
2



                  I trad.6, 1.11(i)        

                              (9)                       


fpD
2

                    I 8, 1.6(ii) 

                             (10)         


fpD
2

   


fpD
2

      A 1,9                

                     (11)  


Df                                        RAA 2,10 
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Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

 (2)Sea 


Df . (3)Esto implica que existe Dfx


 (1.6(ii)); (4)es decir,  

Dxfy  )( (3.15); (5)esto es, fyx ),( .(6) Por 2.12, fpy
2



 .(7) (8) 

 Claramente fpDy
2



 ; (9)o sea 


fpD
2

.(10) Pero esto contradice la  

hipótesis de que 


fpD
2

.(11) Luego 


Df . 
 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Sea 


Df . Esto implica que existe Dfx


 (1.6(ii)); es decir, 

Dxfy  )( (3.15); esto es, fyx ),( . Por 2.12, fpy
2



 . Claramente 

fpDy
2



 ; o sea 


fpD
2

. Pero esto contradice la hipótesis de 

que 


fpD
2

. Luego 


Df . 
 

 3. (i)  2121 CfCfCC


  

                                                           ELD  

                                           Demostrar 21 CfCf


   

                                     Traducción 21 CfyCfy


                 

                         (1)   21 CC                                                        P 

                         (2)                        1Cfy


                                  P  

                         (3)                     y = f(x) p.a. xC 1            I trad.2,  3.15                 

                         (4)                     y = f(x) p.a. xC 2                    3, 1      

                         (5)                         2Cfy


                      I trad.4, 3.15        

                         (6)    21 CfyCfy


                             CP 2,5                 

                       (7)    21 CfCf


                                       traducción 6         

 
 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que 21 CfCf


 . 
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(2)Sea 1Cfy


 .(3) Por 3.15, existe  xC 1  tal que y = f(x). (4)Debido a que, por 

hipótesis, 21 CC  , entonces xC 2 (5) y por lo tanto 2Cfy


 . (6)(7)Luego 

21 CfCf


  .        
 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que 21 CfCf


 . 

Sea 1Cfy


 . Por 3.15, existe  xC 1  tal que y = f(x). Debido a que, por 

hipótesis, 21 CC  , entonces xC 2  y por lo tanto 2Cfy


 . Luego 

21 CfCf


  .  

 

  3 (ii) :  2121 DfDfDD


  

              

                                                           ELD  

                                           Demostrar 21 DfDf


  

                                     Traducción 21 DfxDfx


                 

                         (1)   21 DD                                                        P 

                         (2)                             1Dfx


                              P  

                         (3)                            y = f(x)D 1                trad.2,  3.15                 

                         (4)                            y = f(x) D 2                    (3),(1)      

                         (5)                               2Dfx


                     trad.4, 3.15        

                         (6) 21 DfxDfx


                                   CP 2,5            

                       (7)   21 DfDf


                                         traducción  6      

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

(Similar 3(i)) 

Demostración de 4 (i): 2121 )( CfCfCCf
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21 CC  = 2 

)( 21 CCf 


= a 

1Cf


= a, b 

2Cf


= a, b 

21 CfCf


 = a, ba, b = a, b 

 2121 )( CfCfCCf


  

 

 (ii)  2121 )( CfCfCCf


  

         21 CC   = 1, 3 ,  entonces  )( 21 CCf 


 = a, b 

        1Cf


= a, b ,  entonces 2Cf


=a, b ,  

        21 CfCf


 = a, b  a, b =  

        2121 )( CfCfCCf


  

 

5. Sea  f: A B , 

      (i) CffC


  

                                                           ELD  

                                           Demostrar CffC


  

                                     Traducción CffxCx


                 

                         (1)     Sea  f: A  B                                       P 

                         (2)                             Cx                            P  

                         (3)                      Cfxfy


 )(               (2), 3.15                 

                         (4)                           Cffx


                   (3), 3.15      

                         (5)   CffxCx


                              CP 2,4        

                       (6)    CffC


                                       traducción 5           

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que CffC


 . 
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(2)Sea Cx . (3)Por 3.15, Cfxfy


 )( . (4) Nuevamente por 3.15, 

Cffx


 . (5) (6)Por lo tanto, CffC


 . 
 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que CffC


 . 

Sea Cx . Por 3.15, Cfxfy


 )( . Nuevamente por 3.15, Cffx


 . 

 Por lo tanto, CffC


 . 

 

(ii) DDff 


                      

                                                         ELD  

                                           Demostrar DDff 


 

                                     Traducción DyDffy 


       

                           (1)     Sea  f: A B                                        P 

                         (2)                      Dffy


                             P  

                         (3)                Dfxxfy


 )(          I  trad.2, 3.15                 

                         (4)                  Dxfy  )(                  I  trad.3, 3.15      

                         (5)    DyDffy 


                           CP 2,4        

                       (6)    DDff 


                                      traducción 5           

    

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
  (Similar a (i))  

 Vamos a demostrar que DDff 


. 
 

(2)Sea Dffy


 . (3)Entonces existe x tal que Dfxxfy


 )(  (3.15) (4) (5)(6) 

o sea que Dxfy  )( (3.15). 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que DDff 


. 

Sea Dffy


 . Entonces existe x tal que Dfxxfy


 )(  (3.15) o sea que 
Dxfy  )( (3.15). 
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 7.   (i) CfCfff


                                                                             

                                                        ELD       

                                        Demostrar CfCfff


  

                             Traducción :  CfyCfffy


  

             

  )(: xfyCffxCfffy 


                       3.15                                                                                          

                      Cfxfy


 )(                                  3.15 

                      Cfy


                     

 

  (ii) DfDfff


  

 

                                                        ELD       

                                     Demostrar DfDfff


  

                              Traducción :  DfxDfffx


  

                                 

                       (1)                                                                    P 

 

DffxfyDfffx


 )(                    3.15     

                    )(xfyDfx 


                 3.15 

    

  (iii)   


 ffff     

                                                      ELD       

                                        Demostrar 


 ffff   

                                    Traducción :  CfCfff


  

                                     

                      (1)                                                                 P 

      

CfCfff


  se realiza por 7 (i) .  

 

Veamos  que CfffCf
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                                                             ELD  

                                           Demostrar CfffCf


  

                                     Traducción CfffyCfy


        

          

                         (1)     Sea  f: A  B                                        P 

                         (2)                      Cfy


                                P  

                         (3)                Cxapxfy  ..)(            I trad.2, 3.15                 

                         (4)                   Cffx


                       I trad.3, 3.15      

                         (5)                Cfffxfy


 )(          I trad.4, 3.15                 

                              (6) CfffyCfy


                  CP 2,5   

                        (7) CfffCf


                                traducción 6     

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar CfffCf


 . 

(2)Sea Cfy


 .(3)Por 3.15 existe Cx  tal que )(xfy  .(4) Nuevamente por 

3.15, Cffx


 . (5)Aplicando una vez más 3.15, tenemos que 

Cfffxfy


 )( . (6) (7)Luego CfffCf


 . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar CfffCf


 . 

Sea Cfy


 . Por 3.15 existe Cx  tal que )(xfy  . Nuevamente por 3.15, 

Cffx


 . Aplicando una vez más 3.15 , tenemos que Cfffxfy


 )( . 

Luego CfffCf


 . 

 

 (iv)  


 ffff   

                                                                           ELD       

                                                     Demostrar 


 ffff   

                                              Traducción :  DDfDfff 


,  
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DfDfff


  se raliza por (ii)          

                                                                                           

8. Demuestre que ni 


f (C´) = (


f C )´ ni 


f (C´)  (


f C )´ ni (


f C )´  (


f C )´, 

entendiendo los complementos con respecto a A y a B ( f: A  B ) . 

 

9. Sea f : RR 2  , f(x) = (cos x, sen x) y  g : R 2  R , g(x ,y) = x 2 + y 2 . 

       

      a)  


f [0, π/2] = ?                           b) 


f [0, π/4] = ? 

      c) 


f R= ?                                       d)  


f (0, 1) = ? 

                                

      g) 


f 0R = ?  
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c) 


f R = f(t) / tR 

            = (cost, sent) / tR 

   Haciendo    x = cost    y = sent , 

 


f R = (x, y) / x 2 + y 2 = 1 . 

 

d)  


f (0, 1) = t / f(t)(0, 1) 

                   = t / (cost, sent)(0, 1) 

                   =  0  

 

 
                    = t / (g  f)(t)1 

                    = t / (g  f)(t) = 1 

                    = t / g(f(t)) = 1 

                    = t / g(cost, sent) = 1 

                    = t / cos 2 t  + sen 2 t = 1 

                    = R 

 

 

 

 

 

 
(5)                      ),)(( yxgf   )1,1(                          (4), 3.15 

(6)                       ),)(( yxgf  = (1,1)                                (5) 

(7)      ),)(( yxgf  = (cos (x 2 + y 2 ), sen (x 2 + y 2 ))       (1),(2) 

(8)         cos (x 2 + y 2 ) = 1   sen (x 2 + y 2 ) = 1               (6),(7) 

(9)          x 2 + y 2  = arcos 1   x 2 + y 2  =  arcsen 1             (8) 

  (10)                x 2 + y 2  = 0   x 2 + y 2  =  π /2                       (9) 

  (11)                               0 =  π /2                                                   (10) 

            
 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

(5)Supongamos lo contrario, esto es 
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(5)Por (3.15),  

                                                     ),)(( yxgf   )1,1(  
 

(6)Entonces  

                                                       ),)(( yxgf  = (1,1) 

(7)Por definición de f y g, 

 

                           ),( yxgf  = (cos (x 2 + y 2 ), sen (x 2 + y 2 )) 

(8)Luego 

                                       cos (x 2 + y 2 ) = 1   sen (x 2 + y 2 ) = 1 

(9)Es decir  

                                      x 2 + y 2  = arcos 1   x 2 + y 2  =  arcsen 1 

(10)O sea 

                                                x 2 + y 2  = 0   x 2 + y 2  =  π /2,         

(11)lo que implica que       

                                                               0 =  π /2. 

(12)Por  lo tanto, se demuestra que 

                                                          

g) 


f 0R = ? 

 

4. INYECCIONES,  SOBREYECCIONES  Y  

BIYECCIONES 
 
Dijimos en la sección 1 que no a todo elemento del conjunto de llegada le llega 

una flecha y a algunos les puede llegar más de una. Si a cada uno máximo le 

llega una flecha, diremos que la función es inyectiva.  Si a cada uno le llega por 

lo menos una flecha, diremos que la función es sobreyectiva. Si a cada uno le 

llega una y solo una flecha  diremos que es biyectiva. 

 

3.20 Definición :  Sea  f : A B,  

 

          (i)  f es inyectiva  ( x 1 x 2  f( x 1 )  f( x 2 ) ) 

          (ii)  f es sobreyectiva  By  Ax ))(( yxf   

          (iii)  f es biyectiva  f es inyectiva y sobreyectiva 
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En lugar de “ f inyectiva” se dice que “f es una inyección” o que “ f es uno a uno 

( f es 1-1)”. 

 

En lugar de “ f sobreyectiva ” se dice que “ f es una sobreyección ” o que “f 

establece una correspondencia biunívoca entre A y B ”.  

 

De los ejemplos de funciones en la sección 1; (3) , (4) y (5) son inyecciones; (2), 

(3) y (5) son biyectivas, (1) no es inyectiva ni sobreyectiva, (2) es sobreyectiva 

pero no inyectiva y (4) es inyectiva pero no sobreyectiva.(Véase Ejercicio 1). 

 

          La función de identidad I A  es una bisección. La función característica  f B  

es sobreyectiva.  Toda función  f : A B se puede transformar  en una función 

sobreyectiva simplemente reduciendo el conjunto de llegada hasta obtener la 

función f : A   fp
2



. En cambio, para transformar una función cualquiera en 

una inyección  hay que hacer cambios más radicales, hay que achicar A y por lo 

tanto f. (Véase después de 3.27).  

 

3.21 Proposición :     (i)   f es inyectiva  ( f( x 1 ) =  f( x 2 )   x 1 = x 2 ).  

                                         (ii)  Sea  f : A B, f sobreyectiva  fp
2



= B . 

 

Demostración (i) : 

                                                              ELD  

                    Demostrar :  f es inyectiva  ( f( x 1 ) =  f( x 2 )   x 1 = x 2 ). 

            (1) f es inyectiva                                                                             P 
        (2)                                                                                                          P  

 

     )                                                  ELD  

                                    Demostrar   f( x 1 ) =  f( x 2 )   x 1 = x 2      

                 (1)   f es inyectiva                                                     P 

                (2)         x 1 x 2  f( x 1 )  f( x 2 )                            trad.1, 3.20(i)    

              (3)  f( x 1 ) =  f( x 2 )   x 1 = x 2                      contrarecíproca 2                            

 

      )                           ELD  

                           Demostrar: f es inyectiva      

                           Traducción : x 1 x 2  f( x 1 )  f( x 2 ) 

            (1)     f( x 1 ) =  f( x 2 )   x 1 = x 2                       P 

            (2)     x 1 x 2  f( x 1 )  f( x 2 )                contrarecíproca 

          (3)     f es inyectiva                                   traducción 2                 
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 (i) La parte derecha es el contrarecíproco de la parte derecha de 3.20 (i). 

            

Demostración de (ii) :   )  

 

                                              ELD  

                                            Demostrar  fp
2



= B    

                                         Traducción : y Byfp 


2
 

                    (1)   f : AB                                               P 

                    (2)       f es sobreyectiva                                    P 

              )(3)                           y fp
2



                         P 

                    (4)                          Bfp 


2
                        1 

                    (5)                            y B                            3,4   

                 1 (6) Byfpy 


2
                                CP 3,5     

              ) (7)                           yB                                P      

                    (8)                    yfxAx  :                 I 2,3.20(ii) 

                    (9)                             Afy


                         I 8,3.15 

                    (10)                       fpAf


 2                    3.16 (iii) 

                    (11)                       fpy


 2                         I 9,10 

               2 (12)  fpyBy


 2                                CP7,11   

                    (13)  Bxfpx 


2
                                LB 6,12     

                 (14)    fp
2



= B                                        I trad.14,1.1      

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar fp
2



= B demostrando su equivalencia y Byfp 


2
. 

(3)Sea y fp
2



. (4) (5)Pero Bfp 


2
debido a que f es una función de A en B, 

luego yB.(6) Por lo tanto se tiene la implicación : 

                                                          Byfpy 


2
   ( I )  

 

(7)Sea ahora yB. (8)Como f es sobreyectiva, existe Ax   tal que yfx   (3.20). 
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 (9)Esto quiere decir que Afy


 , por 3.15. (10)Pero fpAf


 2 ,(11) luego 

fpy


 2 . (12) Así que también se tiene la implicación : 

                                                         fpyBy


 2     ( II ) 

(13)De ( I ) y ( II ) se tiene la equivalencia Bxfpx 


2
.(14) Es decir  

fp
2



= B. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar fp
2



= B, demostrando su equivalencia y Byfp 


2
. 

Sea y fp
2



. Pero Bfp 


2
debido a que f es una función de A en B, luego 

yB. Por lo tanto se tiene la implicación : 

                                                          Byfpy 


2
   ( I ) 

 

Sea ahora yB. Como f es sobreyectiva, existe Ax   tal que yfx   (3.20). 

Esto quiere decir que Afy


 , por 3.15. Pero fpAf


 2 , luego fpy


 2 . Así 

que también se tiene la implicación : 

                                                         fpyBy


 2     ( II ) 

De ( I ) y ( II ) se tiene la equivalencia Bxfpx 


2
. Es decir  fp

2



= B. 

 

Demostración de (ii) : ) 

                                                  ELD  

                                       Demostrar:  f es sobreyectiva    

                                    Traducción )( By ( yfxAx  : ) 

                    (1)   f : AB                                               P 

                    (2)       fp
2



= B                                                P 

                    (3)                       By                                 P 

                    (4)                       y fp
2



                         I 2,3 

                    (5)                (x, y)f   p.a. xA             I trad.4, 1         

                    (6)                  yfxAx  :               traducción 5     

                    (7)            By  yfxAx  :            A 3,6 

                 (8)                       f es sobreyectiva             traducción 7  
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Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que f es sobreyectiva. (3)Sea By .(4) Debido a que, por 

hipótesis, fp
2



= B,entonces y fp
2



.(5) O sea que(x, y)f  p.a. xA. (6)Esto  

equivale a decir que existe Ax  tal que yfx  . (7) (8)Pero esta es la definición 

de función sobreyectiva.  

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que f es sobreyectiva.Sea By . Debido a que, por 

hipótesis, fp
2



= B, entonces y fp
2



. O sea que(x, y)f   p.a. xA. Esto 

equivale a decir que existe Ax  tal que yfx  . Pero esta es la definición de 

función sobreyectiva.  

 
 

En las gráficas de las funciones 

inyectivas, si una horizontal cruza a la 

gráfica, la cruza en un solo  punto. 

Para las sobreyectivas se puede 

afirmar que toda horizontal cruza la 

gráfica y para las biyectivas, toda 

horizontal cruza a la gráfica en un 

solo punto. 

 

 

 

 

3.22 Proposición : Sea  f : A B . C, 1C , 2C  A 

      (i)  f es inyectiva 

         (ii) 2121 )( CfCfCCf


  

        (iii) 2121 )( CfCfCCf


  

        (iv)  CffpCfpf


 21
)(       

         (v)   CCff 
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Demostraremos la siguiente cadena proposicional: 

 

(i)  (ii)   (iii)   (iv)   (v)  (i) . 

   

 Demostración :  Ya hemos demostrado buena parte de este teorema. 

(i)  (ii)  Ya sabemos que 2121 )( CfCfCCf


  (3.19 (i) ). 

Nos queda por demostrar que )( 2121 CCfCfCf 


 

                                    

                                             ELD  

                           Demostrar )( 2121 CCfCfCf 


 

                      Traducción : y )( 2121 CCfyCfCf 


 

        (1)    f  es inyectiva                                                                   P 

             (2)                         y 21 CfCf


                                          P 

        (3)                     y 21 CfyCf


                            I trad.2, 1.11(i)     

        (4) y = f x 1  p.a. x 1C 1   y = f x 2  p.a. x 2 C 2          I trad.3,3.15                       

        (5)                             f x 1 = f x 2                                             4   

        (6)                    f x 1 = f x 2    x 1 = x 2                           traducción 1          

        (7)                               x 1 = x 2                                             PP 5,6        

        (8)          y = f x 1  p.a. x 1 , x 1C 1   x 1C 2                          I 4,7            

        (9)                  y = f x 1  p.a. x 1 , x 1C 1 C 2                      I trad.8,1.11(i) 

       (10)                        )( 21 CCfy 


                                I trad.9,3.15         

       (11) )( 2121 CCfyCfCf 


                                CP 2,10              

     (12) )( 2121 CCfCfCf 


                                     I  trad.11,1.3   

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que )( 2121 CCfCfCf 


. 

   (2)Sea  y 21 CfCf


 . (3)Por 1.3 21 CfyCfy


 . (4)Por 3.15,  y = f x 1  para 

algún x 1C 1  y  y = f x 2 para algún x 2 C 2 . (5) (6) (7) Como   x 1 = x 2 ( ya que   f 

x 1  = f x 2    y  f es inyectiva ), (8)entonces  y = f x 1  para algún  x 1 , con x 1 C 1  y  

x 1 C 2 . (9) (10)De donde y )( 21 CCf 


. (11) (12)Así que  

)( 2121 CCfCfCf 


. 
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Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que )( 2121 CCfCfCf 


. 

Sea  y 21 CfCf


 . Por 1.3 21 CfyCfy


 . Por 3.15,  y = f x 1  para algún 

x 1C 1  y  y = f x 2 para algún x 2 C 2 .  

 

Como   x 1 = x 2 ( ya que   f x 1  = f x 2    y  f es inyectiva ), entonces  y = f x 1  para 

algún  x 1 , con x 1 C 1  y  x 1 C 2 . De donde y )( 21 CCf 


.  

Así que  )( 2121 CCfCfCf 


. 

                            

(ii)  (iii):  Sabemos que  2121 )( CfCfCCf


  (3.19 (iii)) . 

Para demostrar 2121 )( CfCfCCf


  necesitamos primero ver 

que )()( 


CfCf . 

                                        ELDo  

                                 Demostrar )()( 


CfCf  

                                                Por  RAA 

(1)                    )()( CfyCfy


                                                               P                              

(2)   )( 1xfy  p.a. )( 21 xfyCx   p.a. Cx 2                                 I 1,3.15                                      

(3)                         21 xx                                                                                  2  

(4)              


)( 2121 xxfxx                       I 3, Ejercicio 3.3 (2(i))      

(5)              yfxfxxfxfxxf 


212121 )()()(             I 2,3.22(ii)     

(6)                   


)( 21 xxf                                                                              5 

(7)           


)( 21 xxf       


)( 21 xxf                                         A 4,6                                     

(8)  )()( 


CfCf                                                                                 RAA 1,6 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

 (1)Supongamos lo contrario : existe )()( CfyCfy


 . (2)Entonces  

)( 1xfy   para algún Cx 1  y )( 2xfy   para algún Cx 2 . (3)Claramente  

21 xx  , (4)o sea que        21 xx  y     


)( 21 xxf  (*).(5) Por otro  

lado              yfxfxxfxfxxf 


212121 )()()(    
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(6) o sea     


)( 21 xxf . (7) Pero esto contradice el resultado (*).  

(8)Luego )()( 


CfCf . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Supongamos lo contrario, esto es 

                                existe )()( CfyCfy


 .  

Entonces  

                )( 1xfy   para algún Cx 1  y  )( 2xfy   para algún Cx 2 . 

 Claramente  

                                                     21 xx  ,  

o sea que    

                               21 xx  y     


)( 21 xxf        (*). 
 

 Por otro lado 

                          yfxfxxfxfxxf 


212121 )()()(  ,  

es decir 

                                    


)( 21 xxf .  

 

Pero esto contradice el resultado (*).   Luego  )()( 


CfCf . 

 

Ahora sí demostremos (ii)  (iii)  

 

                                                   ELD  

                                  Demostrar )( 21 CCf 


 21 CfCf


 . 

                         (1) 2121 )( CfCfCCf


                 P                             

                    (2)      )( 21 CCf 


  = )( 21 CCf 


                    P                            

                    (3)  )( 21 CCf 


= )()( 21 CfCf 


        22 / CC  1                        

                    (4)  )()( 21 CfCf 


 )()( 21




CfCf   I 3,ELDo                                

                    (5)   )()( 21




CfCf = 21 CfCf


              P                            

                 (6)  )( 21 CCf 


  21 CfCf


                  2,3,4,5                                      
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Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
(1) (2) (3) (4) (5)(6) 

)( 21 CCf 


  = )( 21 CCf 


= )()( 21 CfCf 


 )()( 21




CfCf = 21 CfCf


  

 Esto es  )( 21 CCf 


  21 CfCf


 .                                                                                                                  

 

 (iii)  (iv)                                
                                                 ELD  

                                Demostrar CffpCfpf


 21
)(  

    

                         (1) )( 21 CCf 


 = 21 CfCf


 .                        P 

                   (2)     )()(
1

CAfCfpf 


                 3.3 (iii)                            

                    (3)  CfAfCAf


 )(                     A/C 1 , C/C 2  1                        

                    (4)  CfAf


 = Cffp


2                       3.16 (iii)       

                  (5) )(
1

Cfpf 


 = Cffp


2                      2,3,4                          

                                      

 (iii)  (iv) )(
1

Cfpf 


= 


f (AC)                  (3.3 (ii)) 

                                        = 


f A 


f C               Hipótesis 

                                        = fp
2






f C              (3.16 (iii))  

 

(iv)  (v)                        ELD 

                           Demostrar CCff 


 

                (1)   CffpCfpf


 21
)(         P 

Ya sabemos que C  Cff


. Ejercicio 3.3 (6) 

Debemos demostrar que Cff


C. 

 

                               ELD  

                           Demostrar Cff


C 

                                       Por RAA 

        (1)         CffpCfpf


 21
)(                  P       
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        (2)              ( Cff


C)                              P                        

   (3)       CxCffx 


           I trad.2,1.3                                                        

   (4)        Cffx


  Cx              I trad.3,3.15                       

   (5)        Cxfpx 


1                  I 4,2.12                   

   (6)         Cfpx 


1                     I trad.5, 1.16                                              

   (7)        Cffx


  )( 1 Cfpffx 


       4,6,3.15                                                       

   (8) Cffx


  Cffpfx


 2          I 7,1           

   (9)              Cffx


   Cffx


               I 8,1.16                

(10) Cff


C                                       RAA 2,9    

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

(iv)  (v) . Ya sabemos que C Cff


 .  Ejercicio 3.3 (6) . 

Vamos a demostrar que CCff 


. 

(2) (3)Supongamos lo contrario; es decir que existe Cffx


  pero xC . 

(4)Entonces Cffx


  y Cx (3.15). (5) (6)  Por 2.12, fpx


 1  y Cx y se 

tendría que Cfpx 


1 .(7) )( 1 Cfpffx 


 por 3.15.  (8)Por hipótesis 

CffpCfpf


 21
)( ; luego Cffpfx



 2 , (9)es decir que Cffx


 . 

(2)Pero esto contradice el hecho de que Cffx


 , anteriormente deducido. (10) 

Por tanto CCff 


. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

(iv)  (v) . Ya sabemos que C Cff


 .  Ejercicio 3.3 (6) . 

Vamos a demostrar que CCff 


. 

Supongamos lo contrario; es decir que existe Cffx


  pero xC . Entonces  

Cffx


  y Cx  (3.15). Por 2.12, fpx


 1  y se tendría que Cfpx 


1 . 

)( 1 Cfpffx 


 por 3.15.  Por hipótesis CffpCfpf


 21
)( ; luego  
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Cffpfx


 2 , es decir que Cffx


 . Pero esto contradice el hecho de 

que Cffx


 , anteriormente deducido. Por tanto CCff 


. 

 

(v)  (i)   

                                ELD  

                           Demostrar : f es inyectiva 

                    Traducción:  x 1 x 2  f( x 1 )  f( x 2 )               

                                       Por RAA 

        (1)        Cff


C                                                      P       

        (2)          ( x 1 x 2  f( x 1 )  f( x 2 ) )                  P                        

   (3)           x 1 x 2 : fx 1 = fx 2                    traducción 2   

   (4)                11 fxfx


    22 fxfx


                   3.15    

   (5)                11 fxfx


    12 fxfx


                    I 3,4    

   (6)                          121, fxfxx


                              5 

   (7)     1xff


 =    211 , xxfxf 


                 I 3.15,6              

   (8)           1xff


   1x                                1x / C  1    

   (9)              1x  21 , xx                                  6,8                          

   (10)  x 1 x 2  f( x 1 )  f( x 2 )                                 CP 2,6                                                       

(11)   f es inyectiva                                                traducción 7 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Demostración por RAA.   

(2) (3) (4) (5) (6) (7) Si 1x , 2x con 1x   2x  son  tales que 1fx = 2fx , entonces  

1xff


=  1fxf


 21, xx .(8) (9) (10) (11) Pero  11 xxff 


 por hipótesis, 

 y se tendría que  1x  21, xx ,que es falso. Luego f es inyectiva. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

 
Demostración por RAA.   

Si 1x , 2x  con 1x   2x   son tales que  

                                                            1fx = 2fx ,  

Entonces 
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                                                 1xff


=  1fxf


 21, xx  

 Pero  11 xxff 


 por hipótesis, y se tendría que 1x  21, xx que es falso.  

 

3.23 Proposición : Sea f : A B , 

                               f es sobreyectiva  DDff 


 . 

Demostración :  

)                        
                                  ELD  

                           Demostrar : DDff 


 

                       Traducción :   Dffy


  yD         

          (1)      f : AB, D  B,   f es sobreyectiva          P       

          (2)                      Dffy


                                   P                        

     (3)           y = f x  p. a. x Df


              I trad.2,3.15                                                       

     (4)                  y = f x D                       I trad.3,3.15                       

 1 (5) Dffy


  yD                                       CP 2,4                   

)(6)                     yD                                        P                     

     (7)                             yB                                      1,6                                 

     (8)                   fxyAx  :                       I  7,1(3.20(ii))        

     (9)                  fxyDfx 


                         6,8,3.15               

    (10)               Dfffxy


                      I trad.9, 3.15    

 2 (11) yD Dffy


                                          CP 6,10 

    (12) Dffy


  yD                                          LB 5,11 

 (13)   DDff 


                                                I trad.12,1.1    

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar DDff 


, demostrando Dffy


  yD. 

 (2)Sea Dffy


 .(3) Por 3.15, existe x Df


tal que y = f(x). (4) (5) Es decir , 

 y = f x D, cumpliéndose la implicación 

 

                                                   Dffy


  yD .    ( I ) 
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(6)Sea ahora yD . (7)Entonces yB debido a que por hipótesis D  B . (8) 

Como f es sobreyectiva, existe fxyAx  : .(9) Por 3.15, Dfx


  (hemos 

supuesto que yD). (10) (11) Por lo tanto Dfffxy


 , cumpliéndose la 

implicación 

                                                    yD Dffy


      ( II ) 

(12)De ( I ) y ( II ) se tiene la equivalencia  Dffy


  yD. (13)Es decir 

DDff 


. 
 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que DDff 


, demostrando Dffy


  yD. 

Sea Dffy


 . Por 3.15, existe x Df


tal que y = f(x).  Es decir , y = f x D, 

 cumpliéndose la implicación 

                                                   Dffy


  yD .    ( I ) 

 

Sea ahora yD . Entonces yB debido a que por hipótesis D  B .  Como f es 

sobreyectiva, existe fxyAx  : . Por 3.15, Dfx


  (hemos supuesto que 

yD).  Por lo tanto Dfffxy


 , cumpliéndose la implicación 

                                                    yD  Dffy


      ( II ) 

De ( I ) y ( II ) se tiene la equivalencia  Dffy


  yD. Es decir DDff 


. 
  

3.23 ) 

 

                                   ELD  

                           Demostrar : f es sobreyectiva 

                       Traducción :  ( yB)( fxyAx  : )         

         

         (1)      f : AB, D  B,                                      P       

          (2)    DDff 


                                                P                        

     (3)                       yB                                   P 

     (4)                   D = y                         traducción 3                       

     (5)               


ff y= y                      y/D  2                       



     Funciones 

UNIVERSIDAD DE LA AMAZONIA                     FLORENCIA CAQUETÁ COLOMBIA                                                               

215 

     (6)           


 fx y: y = f x               traducción 5               

     (7)                          


f y  A                            1,6                                 

     (8)                       Ax : y = f x                           6,7        

     (9)               ( yB)( fxyAx  : )              3, 8 

  (10)    f es sobreyectiva                                 I trad.9, 3.20(ii)                                              

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que f es sobreyectiva. 

(3)Sea yB. (4)Sea D = y.(5) Debido a que por hipótesis DDff 


, entonces  


ff y= y.(6)De donde existe 


 fx y: y = f x  (3.15). (7)Como f es una 

función de A en B,  entonces


f y  A ; (8)es decir que existe Ax  tal que  

 y = f x (3.15). (9) (10) Y por lo tanto f es sobreyectiva.   

      

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

   Sea f : AB ,  f es sobreyectiva  DDff 


 . 

 )Vamos a demostrar que DDff 


 demostrando su equivalencia 

Dffy


  yD.   Sea Dffy


 . Por 3.15, existe x Df


tal que y = f(x). 

Entonces   y = f x D, cumpliéndose la implicación 

 

                                                   Dffy


  yD .    ( I ) 

 

Sea ahora yD . Entonces yB debido a que por hipótesis D  B . Como f es 

sobreyectiva, existe fxyAx  : . Por 3.15, Dfx


  (hemos supuesto que 

yD). Por lo tanto Dfffxy


 , cumpliéndose la implicación 

 

                                                    yD  Dffy


      ( II ) 

 

De ( I ) y ( II ) se tiene la equivalencia  Dffy


  yD. Es decir DDff 


. 

 

) Vamos a demostrar que f es sobreyectiva. 
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Sea yB. Sea D = y. Debido a que por hipótesis DDff 


, entonces 


ff y= y. De donde existe 


 fx y: y = f x  (3.15). Como f es una 

función de A en B,  entonces 


f y  A ; es decir que existe Ax  tal que  

 y = f x . Y por lo tanto f es sobreyectiva.     

                                

Para toda función f ,  f 1  está definida; pero no siempre es f 1  una relación 

funcional y aunque lo sea no necesariamente f 1 : BA  (siendo f : A B ).   

 

 

3. 24 Proposición : f es inyectiva   f 1  es una relación funcional   

 

Demostración : ) 

                              

                                          ELD  

                           Demostrar : f 1 es  relación funcional 

                 Traducción :   1

2

1

1 ),(),(   fxyfxy    x 1 = x 2    

                                                Por RAA   

          (1)      f es inyectiva                                                                  P    

          (2)                1

2

1

1 ),(),(   fxyfxy   con x 1   x 2           P 

          (3)                     fyxfyx  ),(),( 21                           I 2,2.13                                                   

     (4)                     y = )()( 21 xfxf                             traducción 3 

     (5)             )()( 21 xfxf     21 xx                       I trad.4,3.20(i)           

     (6)                             21 xx                                           PP 4,5 

     (6)                             x 1   x 2                                            S2 

     (7)                        21 xx     x 1   x 2                                  A 6,1     

     (8)  1

2

1

1 ),(),(   fxyfxy    21 xx                         RAA 2,7 

   (9)     1f  es  relación funcional                                     I trad.8,3.3(iii) 

 
 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

 () (2)Si existieran (y, x 1 ) f 1  y (y, x 2 ) f 1  con x 1 x 2 , (3) (4) (5) (6) (7)se 

tendría (x 1 , y) f  y  (x 2 , y)f o sea  y = f x 1 = f x 2  que contradice el que f sea 

inyectiva .(9) (10) Luego 1f  es  relación funcional .  
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  )              

                                              ELD  

                                   Demostrar : f es inyectiva   

                           Traducción :   )()( 21 xfxf    x 1 = x 2      

          (1)      f 1 es  relación funcional                                              P                        

          (2)                   )()( 21 xfxfy   con  x 1   x 2                       P                                

     (3)             fyxfyx  ),(),( 21                           traducción 2      

     (4)                 1

2

1

1 ),(),(   fxyfxy                          traducción 3                       

     (5)    1

2

1

1 ),(),(   fxyfxy    x 1 = x 2            traducción 1                                            

     (6)                            21 xx                                             PP 4,5 

     (7)                                     x 1   x 2                                             S2 

     (8)                           21 xx    x 1   x 2                                    A 6,7 

     (9)   )()( 21 xfxf    x 1 = x 2                                              RAA 2,8                               

  (10)    f es inyectiva                                                              traducción 7     

 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

() (2)Si existieran  x 1 , x 2  con )()( 21 xfxfy   y  x 1 x 2 , (3) (4) (5) (6) (7) (8)se 

tendría (x 1 , y) f  y  (x 2 , y)f o sea 1

1),(  fxy  y 1

2 ),(  fxy  que contradice 

el que f sea una relación funcional . (9) (10) Luego f es  inyectiva. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

 Demostrar : f es inyectiva   f 1  es una relación funcional 

 

() Si existieran (y, x 1 ) f 1  y (y, x 2 ) f 1  con x 1 x 2 , se tendría  

(x 1 , y) f  y  (x 2 , y)f o sea  y = f x 1 = f x 2  que contradice el que f sea inyectiva 

.Luego 1f  es  relación funcional. 

 

 () Si existieran  x 1 , x 2  con )()( 21 xfxfy   y  x 1 x 2 , se tendría que 

(x 1 , y) f  y  (x 2 , y)f o sea 1

1),(  fxy  y 1

2 ),(  fxy  que contradice el que 

f sea una relación funcional . Luego f es inyectiva. 

                                         

3. 25 Corolario :  f : AB   inyectiva  f 1 : Afp 


2 . 
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                                              ELD  

                                   Demostrar : f 1 : Afp 


2 . 

                                     Traducción :  (i)  f 
1
 Afp 



2       

                                                                       (ii) fpfp





 2

1

1  

                                                                       (iii)  f 
1

 es relación funcional 

 

          (1)        f : A B   inyectiva                                                        P                        

 

Demostración de (i):        

                                        ELD  

                                   Demostrar : f 1  Afp 


2         

                        Traducción :  (y, x)f 1   (y, x) Afp 


2       

          (1)      f : AB   inyectiva                                                P                        

          (2)                       (y, x)f 1                                                P                                

     (3)                (x, y)f                                           traducción 2   

     (4)                        fpy


 2                                          I trad.3,2.12  

     (5)                (x, y) BA                                          3,1                       

     (6)                    Ax                                                   5         

     (7)           (y, x) Afp 


2                                       4,5,2.6 

     (8)  (y, x)f 1   (y, x) Afp 


2                                 CP 2,7                              

   (9)    f 1
 Afp 



2                                                        trad.8,1.3    

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  f 1  Afp 


2  .  

  (2)Sea (y, x)f 1 .(3) (4) Por 2.13 (x, y)f ; de donde fpy


 2 . (5) (6)Por ser f  una 

   función de A en B , se tiene (x, y) BA  y por lo tanto Ax . 

 (7) O sea que (y, x) Afp 


2 .  (8) (9) Por lo tanto  f 1
 Afp 



2 . 

      

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  f 1  Afp 


2  .  

Sea (y, x)f 1 . Por 2.13,  (x, y)f ; de donde fpy


 2 . Por ser f  una función de 
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A en B , se tiene (x, y) BA  y por lo tanto Ax . O sea que (y, x) Afp 


2 .   

Por lo tanto  f 1  Afp 


2 . 

 

Demostración de (ii) 

                                        ELD  

                                   Demostrar : fpfp





 2

1

1        

                        Traducción :  fpyfpy





 2

1

1  

              (1)      f : AB   inyectiva                                       P                        
 

 


1

1 fpy  (y, x)f 1  p.a.x           
                    (x, y)f p.a.x 

                    fpy


 2      

 

Demostración de (iii):  f 1
 es relación funcional por 3.24. 

Por (i), (ii) y (iii) , f 1 : Afp 


2   es función. 

 

3. 26 Proposición : f : A B    es biyectiva  f 1 : BA . 

 

                                        ELD  

                                   Demostrar : f 1 : BA 

                                     Traducción :  (i)  f 
1
 AB       

                                                                       (ii) Bfp 


1

1  

                                                                       (iii)  f 
1

 es relación funcional 

          (1)      f : AB  es biyectiva                                             P                        

          (2)                       BAf                                                1                                

     (3)              ABf 1
                                             2   

     (4)                       f es inyectiva                                             1  

     (5)     1f  relación funcional                                I 4,3.24                               

     (6)           f es sobreyectiva                                           1                          

     (7)               Bfp 


2                                          I 6,3.21(ii) 

     (8)                    1

12




 fpfp                                             P  

     (9)                       Bfp 


1

1                                            I 7,8 

     (10)                    f 1 : BA                                             3,5,9 
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Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

(2)Por ser f una función de A en B, BAf  . (3) De donde ABf 1 . 

 (4) (5)  Si f  es biyectiva entonces es inyectiva y por 3.24  f 1  es una relación 

funcional. (6) (7)Como f : A B   es biyectiva es sobreyectiva o sea   fp
2



= B  

(8)pero fp
2



= 1

1




fp  (9) por lo tanto 1

1




fp = B  (10) y   f 1 : BA . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Por ser f una función de A en B, BAf  . De donde ABf 1 .  Si f  es 

biyectiva entonces es inyectiva y por 3.25  f 1  es una relación funcional.  

Como f : AB   es biyectiva es sobreyectiva o sea   fp
2



= B   pero fp
2



= 

1

1




fp   por lo tanto 1

1




fp = B   y   f 1 : BA . 

 

3. 27 Definición : Dada una biyección  f : A B , la función f 1 : BA  

cuya existencia asegura 3.26 se llama la función inversa de  f : A B .  

 

Está claro que solamente las biyecciones tienen inversos. Por ejemplo la función 

trigonométrica   sen : R   R  no es una biyección y por lo tanto no tiene 

inverso. Sin embargo se acostumbra a reducir esta función para obtener una 

biyección que si tenga inverso. Por ejemplo así : se reduce primero a :   

 

                                                      sen  : R  [-1, 1]                                            

y luego a : 

                                                       
 

que siendo biyección tiene inverso el cual se llama “arco seno” o sea “ sen 1  ”. 
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    No solamente toda biyección tiene inverso, sino que el inverso también es 

biyección.  

 

 
 

3. 28 Proposición : f : A B   es biyección  f 1 : B A es biyección. 
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  Obsérvese que DfDf


 1 , siendo f  una biyección . 

 

Demostración: ) 

                                        ELD  

                                   Demostrar : f 1 : BA es biyección  

                      Traducción : (i)  f 1
 es inyectiva y (ii) f 1  es sobreyectiva  

        

          (1)      f : AB   biyectiva                                                                        P                        

                                    

                                           ELD(i)  

                                   Demostrar : f 1
 es inyectiva  

                             Traducción :  212

1

1

1 yyyfyf    

          (1)      f : AB   biyectiva                                                P                        

          (2)                       2

1

1

1 yfyf                                            P                                       

     (3)       )()(:, 221121 xfyxfyAxx              2,1 (f sobre) 

     (4)             )()( 21 xfxf                                          2,3        

     (5)    2121 )()( xxxfxf                                1 (f 1-1)                                  

     (6)                          21 xx                                               CP 4,5 

     (7)                           21 yy                                                I 6,3,4             

   (8)  2

1

1

1 yfyf    21 yy                                        CP 2,7    

     (9)    f 1
   es inyectiva                                               I trad.8, 3.20(i)                                   

   
  Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

 

Demostremos que f 1
   es inyectiva.  

 (2)Sea 2

1

1

1 yfyf   . (3) Como f es sobre existen ,1x :2 Ax  )( 11 xfy   y 

)( 22 xfy  . (4)Claramente )()( 21 xfxf  .(5) (6) Como f es inyectiva 21 xx   , 

(7) y  21 yy  .  (8) (9)Por  lo tanto  f 1
   es inyectiva. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

 

Demostremos que f 1
   es inyectiva. 

Sea 2

1

1

1 yfyf   . Como f es sobre existen ,1x :2 Ax  )( 11 xfy   y 

)( 22 xfy  . Claramente )()( 21 xfxf  . Como f es inyectiva 21 xx  , y  

21 yy  . Por lo tanto  f 1
   es inyectiva. 
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                                           ELD(ii)  

                        Demostrar : f 1 : BA   es sobreyectiva  

                          Traducción :  ):)(( 1 yfxBxAx   

          (1)      f : AB   biyectiva                                                P                        

          (2)                                  x A                                              P                                       

     (3)                              Bxfy  )(                                     1  

     (4)                      )(1 yfx                              traducción 3        

     (5)        ):)(( 1 yfxByAx                           2,3,4                                  

   (6)                      f 1  es sobreyectiva                         traducción 5                
      

 Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Demostremos que f 1  es sobreyectiva. 

(2)Sea x A. (3)Entonces Bxfy  )( (4) o sea )(1 yfx  . (5) (6)Por lo tanto  f 1  

es  sobreyectiva.  

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Demostremos que f 1  es sobreyectiva. 

Sea x A. Entonces  Bxfy  )(  o sea  )(1 yfx  .   Por lo tanto  f 1  es  

sobreyectiva.  

 

3.28  )                      

                                          ELD  

                                   Demostrar : f : AB es biyección  

                           Traducción : (i)  f 
1

 es inyectiva y (ii) f 
1

 es sobreyectiva  

        

          (1)      f 1 : BA   biyectiva                                                               P                        

                                    

                                      ELD(i)  

                              Demostrar : f  es inyectiva  

                       Traducción :  2121 )()( xxxfxf   

          (1)             f 1 : BA   biyectiva                                      P                        

          (2)                          yxfxf  )()( 21                                 P                                       

     (3)                      fyxfyx  ),(),( 21                    traducción 2  

     (4)           1

2

1

1 ),(),(   fxyfxy                 traducción 3        

     (5)           1

2

1

1 ),(),(   fxyfxy 21 xx       1, 3.24                                                      

     (6)                              21 xx                                     PP 4,5 
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     (7)          )()( 21 xfxf   21 xx                                     CP 2,6 

  (8)           f inyectiva                                                       traducción 7                                            

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Demostraremos que f es inyectiva. (2)Sea yxfxf  )()( 21 . (3)Entonces 

fyxfyx  ),(),( 21  (4)o sea 1

1),(  fxy  y 1

2 ),(  fxy . 

 (5) (6) (7) (8)Como f 1  es relación funcional, 21 xx  . 
 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Demostremos que f es inyectiva.  

Sea yxfxf  )()( 21 . Entonces fyxfyx  ),(),( 21  o sea 1

1),(  fxy  y 
1

2 ),(  fxy . Como f 1  es relación funcional, 21 xx  . 
 

                                    ELD(ii)  

                    Demostrar : f : AB  es sobreyectiva  

                     Traducción :  ))(:)(( xfyAxBy   

          (1)      f 1 : BA   biyectiva                                     P                        

          (2)                               yB                                          P                                       

     (3)                      Axyf 1                                     1 

     (4)                  yxf )(                                  traducción 3      

     (5)    ))(:)(( xfyAxBy                        2,4                                   

   (6)                      f es sobreyectiva                         traducción 5   

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Demostraremos que f es sobreyectiva. (2)Sea yB. (3) (4) (5) (6) Entonces 

existe Ax  tal que xyf 1  ( f 1 : B A), es decir, tal que yxf )( .           
 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Demostremos que  f es sobreyectiva.  Sea yB. Entonces existe Ax  tal que 

xyf 1  ( f 1 : B A), es decir, tal que yxf )( .           
.                                 

3.29     Proposición  ff 
 11  
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    Demostración : 

                                                      ELD   

                                       Demostrar : ff 
 11           

                             Traducción fyxfyx 
 ),(),(

11  

 

111 ),(),(   fxyfyx            2.13 

                      fyx  ),(               2.13   

 

3.30 Proposición :  Sea  f : A B   una biyección 

                                     (i) AIff  1      (ii) BIff 1  

3.31 Proposición : Sean f : A B  y  g : B A  tales que   AIfg     

                                      y BIgf   entonces    (i)   f es biyectiva 

                                                                             (ii)  f 1 = g 

                                  

                                    ELD(i)  

                              Demostrar : f  es  biyectiva  
                  Traducción :  (1) f es inyectiva   (2) f es sobreyectiva  

          (1)      f : AB  y  g : BA                                      P                        

          (2)     AIfg    BIgf                                       P                                                                    

 

                                    ELD(i)(1)  

                             Demostrar : f  es inyectiva  

                     Traducción : )()( 21 xfxf   21 xx      
          (1)    f : AB  y  g : B A                                         P                        

          (2)     AIfg    BIgf                                       P                                                                     

     (3)              )()( 21 xfxf                                              P 

     (4)     ))(())(( 21 xfgxfg                                    3      

     (5)       )))(())(( 21 xfgxfg                           4                                   

     (6)                       21 xIxI AA                                     I 5, 2   

     (7)                           21 xx                                            6 

     (8)   )()( 21 xfxf   21 xx                                    CP 3,7 

   (9)     f inyectiva                                                     traducción 8         
 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

 (3)Sea )()( 21 xfxf  . 

 (4)Entonces ))(())(( 21 xfgxfg   (5)o sea )))(())(( 21 xfgxfg   . 
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          (6)Pero AIfg  , luego 21 xIxI AA  (7) (8) (9) es decir 21 xx  .  

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Sea )()( 21 xfxf  . 

 

Entonces        ))(())(( 21 xfgxfg   o sea )))(())(( 21 xfgxfg   . 

                       

Pero                AIfg  , luego 21 xIxI AA   es decir 21 xx  .  

                   

                                   ELD(i)(2)  

                             Demostrar : f  es sobreyectiva  

                     Traducción : ))(:)(( xfyAxBy      
          (1)    f : A B  y  g : BA                                         P                        

          (2)     AIfg    BIgf                                       P                                                                     

     (3)                        yB                                                   P 

     (4)                 g(y)A                                            1,3 

     (5)       xygAx  )(:                                       1,4                                   

     (6)              Bxfygf  )())((                                   5,1   

     (7)                   yygf ))((                                           2 

     (8)                      )(xfy                                             I 6,7 

     (9)      ))(:)(( xfyAxBy                              3,5,8    

  (10)            f es sobreyectiva                                   traducción 9 

       

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

 (3)Sea yB. (4) Entonces g(y)A . (5) (6) Como g : B A , existe xygAx  )(:   

y Bxfygf  )())(( . (7)Como BIgf  , yygf ))((  (8) (9) (10)y por lo 

tanto )(xfy  . 

 

 Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Sea yB. Entonces g(y)A . Como g : B A , existe xygAx  )(:   y  

Bxfygf  )())(( . Como BIgf  , yygf ))((  y por lo tanto )(xfy  . 

 

3.31 (ii) 

                                    ELD(2)  

                             Demostrar : f 1 = g 

                     Traducción : gyxfxy   ),(),( 1     
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          (1)    f : AB  y  g : B A                                         P                        

          (2)  AIfg    BIgf                                             P                                                                     

)(3)                          1),(  fxy                                     P 

     (4)                   fyx ),(                                traducción 3 

     (5)                     f(x) = y                                  traducción 4                                   

     (6)                      ))(()( xfgyg                                    5   

     (7)                       xxfg ))((                                      2 

     (8)                            g(y) = x                                        I 6,7 

     (9)                          gxy ),(                                  traducción 8    

 1 (10)  gyxfxy   ),(),( 1                                   CP 3,9 

    )(11)                         gxy ),(                                         P                        

          (12)                          g(y) = x                                 traducción 11                                                                       

     (13)                       f(g(y)) =f(x)                                     12  

     (14)               yygf ))((                                      2 

     (15)                    y = f(x)                                       I 13,14                              

     (16)                       fyx ),(                                 traducción 15   

     (17)                          1),(  fxy                           traducción 16       

 2 (18)    gxy ),(   1),(  fxy                              CP 11,17 

     (19)    gyxfxy   ),(),( 1                               LB 10,18                              

  (20)      f 1 = g                                                      traducción 19 

       

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

 (3)Sea 1),(  fxy . (4) (5)Entonces fyx ),(  o sea  f(x) = y . (6) De donde 

))(()( xfgyg  .(7) (8) (9)Como AIfg  ,  xxfg ))((   y  g(y) = x  o sea  

gxy ),( ,(10) cumpliéndose la implicación 

 

                                            gyxfxy   ),(),( 1       ( I ) 

 

(11)Sea ahora gxy ),( . (12) (13)Entonces  g(y) = x  y  f(g(y)) =f(x) . (14) Como  

BIgf  , entonces yygf ))((   (15) y por lo tanto  y = f(x); (16) (17)de donde  

fyx ),(  y 1),(  fxy , (18) cumpliéndose  la implicación  

 

                                            gxy ),(   1),(  fxy       ( I I ) 

 

             (19) (20)De ( I ) y ( II ) se tiene la equivalencia  gyxfxy   ),(),( 1
 o sea  

          f 1 = g . 
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 Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Sea 1),(  fxy . Entonces fyx ),(  o sea  f(x) = y . De donde ))(()( xfgyg  . 

Como AIfg  ,  xxfg ))((   y  g(y) = x o sea gxy ),( , cumpliéndose la 

implicación 

                                   gyxfxy   ),(),( 1       ( I ) 

 

Sea ahora gxy ),( . Entonces  g(y) = x  y  f(g(y)) =f(x) . Como 

BIgf  entonces yygf ))((   y por lo tanto  y = f(x); de donde fyx ),(  y 
1),(  fxy , cumpliéndose la implicación  

 

                                   gxy ),(   1),(  fxy       ( I I ) 

 

De ( I ) y ( II ) se tiene la equivalencia  gyxfxy   ),(),( 1  o sea  f 1 = g . 

 

3. 29 Proposición : ff 
 11  

                

     Demostración : Ejercicio 2.3, 5 .  

 

     3.30 Proposición : Sea f : A B una biyección , 

                                    (i)  AIff  1        (ii) BIff 1  

 

 
 

Demostración : Obsérvese primero que por ser f biyección , 

 

                                 f x = y   f 1 y = x . 
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(i) Para cada xA , ( ff 1 )x = )(1 fxf  = )(1 yf  = x =I A x = x 

(ii) Para cada yB ,  yff )( 1 yIyfxyff B )( 1 . 

 

3.31 Proposición : Sean f : A B   y  g : B A  tales que  g f = AI  y 

                                   BIgf   entonces (i)  f  es biyectiva 

                                                                    (ii) gf 1  

 

Demostración :  (i)  f  es inyectiva porque  

 

                       f x 1  = f x 2   g(f x 1 ) = g(f x 2 ) 

                                          (g  f ) x 1  = (g  f ) x 2  

                                         AI  x 1  =  AI  x 2    

                                          x 1  =   x 2  

 

f  es sobreyectiva porque si yB ,  y = )()( gyfygfyIB   . 

Se ha demostrado que dado yB existe Agyx   tal que  y = f(x). 

 

(ii) Como f es biyectiva  fx = y  x = yf 1  para cada xA  y  yB . 

yf 1 = x = AI  x = (g  f ) x = g(f x ) = gy    o sea que gf 1 . 

 

3. 32 Proposición : Sea A   ,  f : A B  inyectiva  Existe g: B A , 

                                                                                                   g f  = AI    

Demostración : () Por 3.31 (i) . 

 

() Como f es inyectiva, Afpf 2

1 :


  (3.26) y AIff  1  (3.31 (i)) . 

El problema es con los elementos de B  fp
2



.   

 

Sea a cualquier elemento fijo de A (por eso se exige que A  ) .  

Para cada y B  fp
2



 definimos gy = a .  

 

Existe una proposición similar a 3.32 (Véase 10.7) : 

 

“f : AB   sobreyectiva  Existe g : B A , BIgf  ”. 

 

Para demostrar esta proposición necesitamos el axioma de elección . 
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EJERCICIO 3.4 
 

1. De ejemplo de una función f: RR tal que: 

i) No sea inyectiva ni sobreyectiva 

ii) Inyectiva pero no sobreyectiva. 

iii) Sobreyectiva pero no inyectiva. 

iv) Biyectiva. 

 

2.  Sean  f: AB  y   g : B C 

 

(i)   f, g  inyectivas  g o f   es inyectiva. 

     (ii)   f, g  son sobreyectivas  g o f   es sobreyectiva. 

     (iii)  f, g son biyectivas  g o f   es biyectiva. 

 

3. Sea  f: A B    g: B C definamos al producto  f . g  de f  y g  por  

     (f . g)(x, y) = ( f(x), g(y)) 

  

 (i)  f . g : A  CB  D. 

 (ii)  f, g son biyectivas   f, g son biyectivas. 

 (iii)   gpfpgfp
222

x.


  

 

4. Sean  222111 :,: BAfBAf     biyecciones tales que  21 AA y 

  .21 BB  21:Sea fff  . Entonces  2121: BBAAf   es una 

biyección. 

 

5. Sea   f: A B   g: B A 

   (i)    f g  inyectiva  f es inyectiva. 

  (ii)   f g  sobreyectiva  g es sobreyectiva 

       (iii) f g biyectiva  f es inyectiva y g sobreyectiva. 

 

6.    Sean DChhCBgBAff  :,,:,:, 2121  

     (i)   g   inyectiva  ( 2121 hhghgh   ) 

(ii) g  sobreyectiva  ( 2121 fffgfg   ) 

 

7.   Sean   f: AB   g: CA 

          (i)  Existe h: AC, tal que  f = gh  gpfp
22



  

          (ii) Tal h es única si g es inyectiva. 
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8.    Sea  f: AB 

         (i)   f  inyectiva   


f inyectiva. 

         (ii)  f  sobreyectiva   


f sobreyectiva. 

          (iii)  f  inyectiva  


f sobreyectiva 

          (iv)   f  sobreyectiva 


f inyectiva 

           (v)  f  biyectiva 


f biyectiva  


f biyectiva 

    

 9.    (i)   f: AB sobreyectiva   B - 


f C 


f (A - C) 

        (ii)  f: AB biyectiva 


f (A - C) = B - 


f C 

 

ACTIVIDAD PRÁCTICA – PROCESO IMITATIVO 
 

1. De ejemplo de una función f: RR tal que: 

 

i) No sea inyectiva ni sobreyectiva ( 2)( xxf  ) 

     ii) Inyectiva pero no sobreyectiva ( xexf )(  ) 

     iii)Sobreyectiva pero no inyectiva ( xxxf  3)( ). 

     iv) Biyectiva ( 3)( xxf   ). 

 

2 (i)   

 

 

Sean  f: AB  y   g : B C.   

  f, g  inyectivas  g o f   es 

inyectiva. 

 

 

 

        

                                                       ELD  

                             Demostrar : fg   es inyectiva 

                     Traducción :  (g f ) x 1  = (g  f ) x 2   x 1 = x 2  

          (1)    f : AB  y  g : BC                                           P                        

          (2)  f, g  inyectivas                                                          P                                                                     

     (3)                    (g  f ) x 1  = (g  f ) x 2                              P 
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     (4)              g(f x 1 ) = g(f x 2 )                                     3 

     (5)           2121 yygygy                          trad.2 (g 1-1)                                   

     (6)            g(f x 1 ) = g(f x 2 )  f x 1  = f x 2            f x 1 /y 1 ,  f x 2 /y 2  5                    

     (7)                            f x 1  = f x 2                                     PP 4,6 

     (8)             f x 1  = f x 2   x 1  = x 2                             traducción 2                                

     (9)                           x 1  = x 2                                           CP 8,7    

    (10) (g  f ) x 1  = (g  f ) x 2   x 1 = x 2                           CP 3,9 

  (11)    g  f es inyectiva.                                            Trad.10, 3.20(i) 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que  fg   es inyectiva. 

(3)Sea (g  f ) x 1  = (g  f ) x 2 ,(4) entonces g(f x 1 ) = g(f x 2 ).(5) (6) (7) Como g es 

inyectiva, f x 1  = f x 2 ; (8) (9)de donde x 1  = x 2  ya que f también es inyectiva. (10) 

(12) y por lo tanto g  f es inyectiva  

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que  fg   es inyectiva. 

Sea (g  f ) x 1  = (g  f ) x 2 , entonces g(f x 1 ) = g(f x 2 ). Como g es inyectiva,  

f x 1  = f x 2 ; de donde x 1  = x 2  ya que f también es inyectiva,  y por lo tanto  g f 

es inyectiva. 

 

2 (ii) Sean  f: AB  y   g : B C 

 

             f, g  son sobreyectivas  g o f   es sobreyectiva 

 

                                                 ELD  

                       Demostrar : fg   es sobreyectiva 

                     Traducción : ))((:)(( xfgzAxCz    

           

          (1)    f : AB  y  g : BC                                           P                        

          (2)  f, g sobreyectivas                                                     P                                                                     

     (3)                                  zC                                            P 

     (4)                zygBy  )(:                         3,2 (g sobre) 

     (5)                  )(: xfyAx                          4,2 (f sobre)                                   

     (6)               ))((:)(( xfgzAxCz                  3,4,5  

   (7)                      fg   es sobreyectiva                        PP 4,6 
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Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

 (3)Sea zC. (4) (5)Como g es sobreyectiva existe zygBy  )(:  y como f 

también es sobreyectiva existe )(: xfyAx  .(6) O sea que para Cz  

existe Ax  tal que ))(( xfgz   .(7) Es decir fg   es sobreyectiva.  

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Sea zC. Como g es sobreyectiva existe zygBy  )(:  y como f también es 

sobreyectiva existe )(: xfyAx  . O sea que para Cz  existe Ax  tal que 

))(( xfgz  . Es decir fg   es sobreyectiva.  

 

2 (iii)  Sean  f: AB  y   g : B C 

 

            f, g son biyectivas  g o f   es biyectiva. 

                      

                                                  ELD  

                    Demostrar : fg   es biyectiva 

                  Traducción :  fg  es inyectiva  fg   es sobreyectiva 

 

          (1)    f : AB  y  g : BC                                             P                        

          (2)   f, g  biyectivas                                                          P                                                                     
     (3)    f, g inyectivas                                                            2 

     (4)   fg   inyectiva                                           3, EJE. 3.4 (2(i)) 

     (5)   f, g sobreyectivas                                                      2                                   

     (6)   fg   sobreyectiva                                          5, EJE. 3.4 (2(ii)) 

   (7)   fg   es inyectiva  fg   es sobreyectiva           A 4,6                                   

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

 (2) (3) (4)Si  f  y  g son biyectivas, entonces   f  y  g son inyectivas  y  fg   es 

inyectiva (Ejercicio 3.4 (2(i)) ). (5) (6) (7)De igual manera  f, g sobreyectivas  y por 

lo tanto fg   sobreyectiva (Ejercicio 3.4 (2(ii)) ). 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Si  f  y  g son biyectivas, entonces   f  y  g son inyectivas  y  fg   es inyectiva 

(Ejercicio 3.4 (2(i)) ). De igual manera  f, g son sobreyectivas  y por lo tanto 

fg   sobreyectiva (Ejercicio 3.4 (2(ii)) ). 
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 3. (i)   Sea  f: A B    g: B C definamos al producto  f . g  de f  y g  por  

           (f . g)(x, y) = ( f(x), g(y)).  

            

            Entonces  f . g : A  CB  D. 

 

 

                                            ELD (i) 

                  Demostrar  f . g : A  C B  D 
                  Traducción : (1)  f . g  (A  C) (B  D) 

                                           (2)  CAgfp 


1    

                                           (3)   f . g es relación funcional 

   (1)     f: A B    g: C D  (f . g)(x, y) = ( f(x), g(y))           P 

                                  

                                           ELD i (1)  

                             Demostrar : f . g  (A  C) (B  D) 
                      Traducción : ((x, y), (u, v))f . g  ((x, y), (u, v)) (A  C) (B  D)    

          

         (1)    f: A B    g: C D  (f . g)(x, y) = ( f(x), g(y))                   P                        

         (2)                 ((x, y), (u, v))f . g                                                   P                                                                     

     (3)                       (f . g)(x, y) = (u, v)                                                1, 2 

     (4)               ( fx, gy) = (u, v)                                                   I 3,1            

     (5)               f x = u   g y =  v                                                       4                                   

     (6)                      gvyfux  ),(),(                                                 5   

     (7)                      DCgBAf                                               1 

     (8)                      DCvyBAux  ),(),(                                  6.7       

     (9)                      DvCyBuAx                                     8        

    (10)                     )()( DvBuCyAx                               9    

         (11)                     DBvuCAyx  ),(),(                                    10                        

         (12)                     )()()),(),,(( DBCAvuyx              traducción 11                                                                       

    (13)   ((x, y), (u, v))f . g  ((x, y), (u, v)) (A  C) (B  D)   CP 2,12                                          

      (14)   f . g  (A  C) (B  D                                             traducción 13 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que f . g  (A  C) (B  D)  

 

(2)Sea ((x, y), (u, v))f . g . (3) Entonces (f . g)(x, y) = (u, v)  
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(4) y  ( fx, gy) = (u, v). (5) Esto implica que f x = u  y  g y =  v (6) y por lo tanto 

gvyfux  ),(),( . (7) (8)Como DCgyBAf   debido a que f es una 

función de A en B y g es una función de C en D, DCvyBAux  ),(),(  

(9) o sea que DvCyBuAx  .(10) Reordenando se tiene 

)()( DvBuCyAx  (11) o sea DBvuCAyx  ),(),(  (12) es 

decir )()()),(),,(( DBCAvuyx  .  

(13) Luego  

                       ((x, y), (u, v))f . g  ((x, y), (u, v)) (A  C) (B  D) . 

 

(14)Esto es    f . g  (A  C) (B  D , lo que queríamos demostrar.   

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que f . g  (A  C) (B  D) . 

 

Sea ((x, y), (u, v))f . g .  Entonces (f . g)(x, y) = (u, v)  y  ( fx, gy) = (u, v). 

 Esto implica que f x = u  y  g y =  v  y por lo tanto gvyfux  ),(),( .  

 

Como DCgyBAf  , debido a que f es una función de A en B y g es 

una función de C en D, entonces DCvyBAux  ),(),( . Pero esto 

significa  que DvCyBuAx  . Reordenando  esta conjunciòn  se 

tiene )()( DvBuCyAx   o sea DBvuCAyx  ),(),(  es 

decir )()()),(),,(( DBCAvuyx  .   Luego  

 

                       ((x, y), (u, v))f . g  ((x, y), (u, v)) (A  C) (B  D) . 

 

Es decir    f . g  (A  C) (B  D , lo que queríamos demostrar.   

 

3 i (2)                             ELD i (2)  

                             Demostrar : CAgfp 


1  

                      Traducción : CAyxgfpyx 


),(),( 1  

 

        

          (1)    f: A B    g: C D  (f . g)(x, y) = ( f(x), g(y))                    P                        

     )(2)                           gfpyx 


1),(                                         P                                                                     

     (3)                           ((x, y), (u, v))f . g     p.a. u y v         traducción 2 

     (4)                       f . g  )()( DBCA                 EJE. 3.4 (3i(1))                 

     (5)                )()()),(),,(( DBCAvuyx                            3,4                    
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     (6)                                      )(),( CAyx                                    I 5, 2.6   

   1 (7)   CAyxgfpyx 


),(),( 1                                         CP 2,6 

     (8)                                      )(),( CAyx                                             P 

     (9)                                       CyAx                           traducción  8        

    (10)                             DgyvBfxu                                I.  1,9    

         (11)                                   ),(),( vugyfx                                            10                        

         (12)                                ),(),)(( vuyxgf                                      I 1,11                                                                       

    (13)                                 ((x, y), (u, v))f . g                            traducción12                                          

    (14)                               gfpyx 


1),(                             traducción 13 

 2 (15) )(),( CAyx    gfpyx 


1),(                                         CP 8,14 

     (16) CAyxgfpyx 


),(),( 1                                                      LB 7,15 

  (17) CAgfp 


1                                                                              traducción 16       

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que CAgfp 


1 . 

 

 ) (2)Sea  ((x, y), (u, v))f . g  p.a. u y v.  

(3)(4)(5)Como f . g   )()( DBCA  (Ejercico3.43i(1)), 

Entonces )()()),(),,(( DBCAvuyx  (6) o sea )(),( CAyx  (2.6), 

 (7) cumpliéndose la implicación  

                                             CAyxgfpyx 


),(),( 1     ( I ) 

 ) 

(8)Sea ahora )(),( CAyx  . (9)O sea CyAx  (2.6). (10)(11)Sean 

Bfxu   y  Dgyv   y ),(),( vugyfx  . (12)Por definición de f . g , se tiene 

),(),)(( vuyxgf  . (13)Es decir ((x, y), (u, v))f . g . (14)De donde 

gfpyx 


1),(  (2.12), (15) cumpliéndose la implicación 

                                           )(),( CAyx    gfpyx 


1),(     ( II ) 

(16)De ( I ) y ( II ) se tiene la equivalecia CAyxgfpyx 


),(),( 1 , (17)es 

decir CAgfp 


1 . 
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Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que CAgfp 


1 . 

 ) 

Sea  ((x, y), (u, v))f . g     p.a. u y v. Como f . g  )()( DBCA  (Ejercicio 

3.4 (3i(1)) entonces )()()),(),,(( DBCAvuyx   o sea )(),( CAyx  (2.6) , 

cumpliéndose la implicación  

                                             CAyxgfpyx 


),(),( 1     ( I ) 

 ) 

Sea ahora )(),( CAyx  ; o sea CyAx  (2.6).  Sean Bfxu   y  

Dgyv   y ),(),( vugyfx  . Por deficnición de f . g , se tiene 

),(),)(( vuyxgf  . Es decir  ((x, y), (u, v))f . g . De donde gfpyx 


1),(  

(2.12), cumpliéndose la implicación 

                                           )(),( CAyx    gfpyx 


1),(     ( II ) 

De ( I ) y ( II ) se tiene la equivalecia CAyxgfpyx 


),(),( 1 , es decir  

CAgfp 


1 . 

 

3 i(3)  

                                       ELD i (3)  

                          Demostrar :   f . g es relación funcional 

     Traducción:  ),(),()),(),,(()),(),,(( vuvugfvuyxgfvuyx   

 

(1)    f: A B    g: C D  (f . g)(x, y) = ( f(x), g(y))                                      P                                                    
(2)               gfvuyxgfvuyx  )),(),,(()),(),,((                        P                                                                                                      
(3)                      ),(),(),(),( vuyxgfvuyxgf                    traducción  2                            

(4)                     ),(),(),(),( vugyfxvugyfx                                    I 1,3  

(5)                                   vvuu                                                           4                    

(6)                                         ),(),( vuvu                                                            5 

(7)  ),(),()),(),,(()),(),,(( vuvugfvuyxgfvuyx              CP 2,6                       

(8)  gf   es relación funcional                                                            traducción 7      

 

3.(ii) Sea  f: A B    g: B C    Definamos al producto  f . g  de   f   y  g   por    

         (f . g)(x, y) = ( f(x), g(y)).  

 

          Entonces   f, g son biyectivas   f . g  es biyectiva. 
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                                   ELD (ii) 

                  Demostrar  f . g  es biyección  

                  Traducción :  (1)  f . g es  inyección   

                                        (2) f . g es  biyección 
   

(1)     f: A B    g: C D  (f . g)(x, y) = ( f(x), g(y))           P                           
                                                    

                                

                                                           ELD  

                                 Demostrar : f . g es  inyección    

                Traducción : ),(),(),)((),)(( 22112211 yxyxyxgfyxgf   

 

          

          (1)    f: A B    g: C D  (f . g)(x, y) = ( f(x), g(y))                           P                        
          (2)   f, g  biyecciones                                                             P                                                                                                       

     (3)                            ),)((),)(( 2211 yxgfyxgf                                     P     

     (4)                           ),(),( 2211 gyfxgyfx                                      I 3,1 

     (5)                            2121 gygyfxfx                                          4 

     (6)                                             21 fxfx                                                   S 5   

     (7)                                     2121 xxfxfx                                  I. 2,3.20 (i)                

     (8)                                              21 xx                                                PP 6,7 

     (9)                                            21 gygy                                                    S5        

    (10)                                      21 gygy    21 yy                         I. 2,3.20(ii) 

         (11)                                            21 yy                                              PP 9,10     

         (12)                                      21 xx   21 yy                                              A 8,11     

         (13)                                     ),(),( 2211 yxyx                                             12                                                                     

    (14)   ),(),(),)((),)(( 22112211 yxyxyxgfyxgf                 CP 3,12                                          

  (15)      f . g es  inyección                                                      I .14, 3.20(i) 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que  f . g es una inyección.     
 

(3)Sea ),)((),)(( 2211 yxgfyxgf  .  

(4)Por definición de  f . g , se tiene ),(),( 2211 gyfxgyfx   (5) o sea 21 fxfx    

y  21 gygy  .  (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12)Como f  y g son  inyectivas , entonces 21 xx    

y  21 yy  .  (13) (14) (15)  Por lo tanto ),(),( 2211 yxyx  .        
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Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que  f . g es una inyección.     

Sea ),)((),)(( 2211 yxgfyxgf  . 

Por definición de f . g , ),(),( 2211 gyfxgyfx   o sea 21 fxfx   y  21 gygy  .  

Como f  y g son  inyectivas , entonces  21 xx    y  21 yy  .   

Por lo tanto   ),(),( 2211 yxyx  .            

                                                            

                                                         ELD  

                                 Demostrar : f . g es sobreyección    

                   Traducción : DBvu  ),( ),(),(:),( vuyxgfCAyx   

          (1)    f: A B    g: C D  (f . g)(x, y) = ( f(x), g(y))                            P                        
          (2)   f, g  biyecciones                                                             P                                                                                                       

     (3)                                     DBvu ),(                                                      P     

     (4)                              DvBu                                                      3 

     (5)                    vgyCyufxAx  ::       I. 4,2 (f y g sobre) 

     (6)                  DBvu ),( ),(),(:),( vugyfxCAyx                    3,5                                            

     (7)                 DBvu  ),( ),(),(:),( vuyxgfCAyx              6,1                                                                      

   (8)                              f . g  es sobreyectiva                                traducción 7       

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que f . g  es sobreyectiva. 

(3)Sea DBvu ),( . (4)Entonces DvBu  . (5) Como f y g son 

sobreyectivas,  existen ufxAx  :  y vgyCy  : . (6) (7) (8) Así que dado 

DBvu ),(  existe CAyx ),(  tal que ),(),( vuyxgf  . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

 
Vamos a demostrar que f . g  es sobreyectiva. Sea DBvu ),( . Entonces 

DvBu  . Como f y g son sobreyectivas,  existen ufxAx  :  y 

vgyCy  : .  Así que dado DBvu ),(  existe CAyx ),(  tal que 

),(),( vuyxgf  . 

 

3 (iii)  Sea  f: A B    g: B C. 

 

 Definamos al producto  f . g  de f  y g  por   (f . g)(x, y) = ( f(x), g(y)).  

 Entonces     gpfpgfp
222

x.
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                                                            ELD  

                                 Demostrar :   gpfpgfp
222

x.


      

                          Traducción :   gpfpvugfpvu
222

),(.),(


  

 

              (1)    f: A B    g: C D  (f . g)(x, y) = ( f(x), g(y))                P                        

 gfpvu .),(
2



   gfvuyx )),(),,((         p. a. x, y        2.12         

                   ),(),)(( vuyxgf                             

                   ),(),( vugyfx                             Def de gf   

                             vgyufx                                    2.5                                  

                            gvyfux  ),(),(                                                        

                             gpvfpu
22



                           2.12                                     

                             gpfpvu
22

),(


                             2.6                       

   

4. Sean  222111 :,: BAfBAf     biyecciones tales que  21 AA y 

  .21 BB  21Sea fff  . Entonces  2121: BBAAf   es una 

biyección. 

                                                  

                                                       ELD  

                  Demostrar  2121: BBAAf   es una biyección 

                              Traducción :  (i)  f  es  inyectiva   

                                                    (ii) f  es  sobreyectiva 

           (1)   222111 :,: BAfBAf   son biyecciones                       P   

         (2)  21 AA  .21 BB  21 fff                           P 

 

4 (i) 

                                                             ELD  

                   Demostrar : 2121: BBAAf    es  inyección    

                                     Traducción : 2121 xxfxfx   

 

          (1) 222111 :,: BAfBAf   son biyecciones                            P     

          (2)   21 AA  .21 BB  21 fff                      P 

     (3)                                       21 fxfx                                                P     
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     (4)                         2121, AAxx                                         1  

     (5)                    221121 ,, AxxAxx                              1.11(ii)                     

     (6)                                    121, Axx                                               P  

     (7)                                          212111 xffxxffx                         6,1,2                                

     (8)                                          2111 xfxf                                          3,7                        

     (9)                                         21 xx                                          8,1 ( 1f  1-1)               

    (10)                              21121, xxAxx                                 CP 6,9   

    (11)                               221, Axx                                                     P                                      

         (12)                                         222121 xffxxffx                   1,2,11                                                                                        

    (13)                                          2212 xfxf                                        3,12  

    (14)                                         21 xx                                       1,13 ( 2f 1-1)  

     (15)                        21221, xxAxx                            CP 11,14                  

     (16)                                21 xx   21 xx                                Ds 5,10,15                                 

     (17)                          21 xx                                                                         Dp 16   

     (18)  2121 xxfxfx                                                                 CP 3,17                              

   (19)    f es inyectiva                                                             I trad.18,3.20(i)                                

 
 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que 2121: BBAAf   es una inyección. 
 

(3)(4)Sea 21 fxfx   con 2121, AAxx  .(5) Entonces 121, Axx  o  221, Axx  . 

(6)Si 121, Axx  ,(7)entonces 111 xffx   y 212 xffx      porque  21 AA y 

.21 BB y 21 fff  .(8) O sea 2111 xfxf  . (9) (10)Como 1f  es inyectiva, 

21 xx  (11) Si 221, Axx  , (12)entonces 121 xffx   y 222 xffx   debido a que 

 21 AA  y  21 BB  y 21 fff  .  (13)(14)De donde 2212 xfxf   y 

21 xx   por ser 2f  inyectiva. (15)  (16)  (17) Así que sea que 121, Axx  o  

221, Axx   de todas formas se tiene que 21 xx  .(18) (19) O sea que f es inyectiva. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que 2121: BBAAf   es una inyección. 

 

Sea 21 fxfx   con 2121, AAxx  . Entonces 121, Axx  o  221, Axx  . Si 

 121, Axx  ,entonces 111 xffx  y 212 xffx  porque  21 AA y .21 BB  
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y 21 fff  . O sea 2111 xfxf  . Como 1f  es inyectiva, 21 xx   Si 221, Axx  , 

entonces 121 xffx   y 222 xffx   debido a que  21 AA  y  21 BB  

y 21 fff  .  De donde 2212 xfxf   y 21 xx   por ser 2f  inyectiva.  Así que 

sea que 121, Axx  o  221, Axx   de todas formas se tiene que 21 xx  .O sea que 

f es inyectiva. 

 

 

4 (ii)   

                                                           ELD  

              Demostrar : 2121: BBAAf    es  una sobreyección    

                         Traducción : ))(:)(( 2121 xfyAAxBBy   

 

          (1) 222111 :,: BAfBAf   son biyecciones                                     P     

          (2)   21 AA  .21 BB  21 fff                             P 

     (3)                       21 BBy                                                                       P     

     (4)               21 ByBy                                                                 3  

     (5)                     1By                                                                         P                     

     (6)                             xfyAx 11 :                                1,2,5 ( 1f  sobre)  

     (7)                             fxyAAx  :21                                                    2,6                                

     (8)                             1By  fxyAAx  :21                         CP5,7                                        

     (9)                             2By                                                                          P             

(10)                            xfyAx 22 :                               1,2,9( 2f sobre)   

    (11)                            fxyAAx  :21                                         2,10                                                           

         (12)                           2By  fxyAAx  :21                     CP 9,11                                                                                                     

    (13)              ):( 21 fxyAAx   ):( 21 fxyAAx    Ds 4,8,12                                         

    (14)                          ):( 21 fxyAAx                                         Dp 13              

     (15)           ))(:)(( 2121 xfyAAxBBy                       3,14                                  

       (16)  2121: BBAAf   es sobreyectiva                      I trad.15,3.29(ii)  

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que 2121: BBAAf    es  una sobreyección. 

(3)Sea 21 BBy  .(4)   Entonces 1By  o 2By . 

 

(5)(6)Si 1By , existe xfyAx 11 :  (por hipótesis 1f  es sobreyectiva). (7) 

Ahora, 21 AAx   y )(xfy  ya que por hipótesis  
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 21 AA ,  21 BB  y 21 fff   . (8) Por lo tanto dado 1By  existe 

21 AAx   tal que )(xfy  . 

 

(9)Si 2By ,(10)existe 2Ax : xfy 2 porque,por hipótesis, 2f es sobreyectiva. 

(11)Existe 21 AAx   y )(xfy  debido a que por hipótesis  21 AA y 

 21 BB  y 21 fff  . 

 

 (12)Por lo tanto dado 2By  existe )(:21 xfyAAx  . (13)(14)(15)Así que sea 

que 1By  o 2By  de todas formas existe )(:21 xfyAAx  . (16)Por lo 

tanto queda demostrado que f es sobreyectiva. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que 2121: BBAAf    es  una sobreyección. 

Sea 21 BBy  .Entonces 1By  o 2By .  

 

Si 1By , existe xfyAx 11 :  (por hipótesis 1f  es sobreyectiva). Ahora, 

21 AAx   y )(xfy  ya que por hipótesis   21 AA y  21 BB  

y 21 fff   .  Por lo tanto, dado 1By  existe 21 AAx   tal que )(xfy  .  

 

Si 2By , existe 2Ax : xfy 2 porque por hipótesis 2f es sobreyectiva. 

Existe 21 AAx   y )(xfy  debido a que por hipótesis 

 21 AA y  21 BB  y 21 fff  .  

 

Por lo tanto, dado 2By  existe )(:21 xfyAAx  . Así que sea que 1By  

o 2By  de todas formas existe )(:21 xfyAAx  . De esta manera queda 

demostrado que f es sobreyectiva. 

 

5(i). Sea   f: A B   g: B A.        

       Entonces gf    inyectiva  f es inyectiva. 

 

                                                   ELD  

                          Demostrar : f  es  inyección    

                             Traducción : 2121 xxfxfx   

         (1) f: A B  ,  g: B A                                                P     

         (2) gf   inyectiva                                          P 

    (3)                             21 fxfx                                         P     

    (4)                   ( )()( 21 fxgfxg                              3         
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    (5)                        ( gf  )( 1x ) =( gf  )( 2x )                       4 

    (6) ( gf  )( 1x ) =( gf  )( 2x )  21 xx              trad.2                                                       

    (7)                                      21 xx                                 PP 4,5  

    (8)   21 fxfx   21 xx                                                 CP 3,6                                

  (9)    f es inyectiva                                                    traducción  8                     

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que  f es una inyección. (3)Sea 21 fxfx  .(4) (5)Entonces 

)()( 21 fxgfxg   o sea ( gf  )( 1x ) =( gf  )( 2x ).  (6)(7)(8)(9) Como gf   es 

inyectiva,entonces 21 xx  .      

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que  f es una inyección. 

Sea 21 fxfx  . Entonces )()( 21 fxgfxg   o sea ( gf  )( 1x ) =( gf  )( 2x ).  

Como gf   es inyectiva,entonces 21 xx  .      

 

 5. (ii)  Sea   f: A B   g: B A   

          f g  sobreyectiva  g es sobreyectiva 

                                                  

                                              ELD  

                          Demostrar : g  es  sobreyectiva    

                          Traducción : ):)(( zgyByAz   

          (1) f: A B  ,  g: B A  y :fg   A  A                  P                               

          (2) gf   sobreyectiva                                    P 

     (3)                             Az                                            P     

     (4)             zxfgAx  ))((:                        3,2,1            

     (5)                   zfxg )(                                        4                                   

     (6)                            y = f(x)B                                     1 

     (7)                      ):)(( zgyByAz                    3,5,6         

  (8)    g es sobreyectiva                                               traducción 7        

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
               

Vamos a demostrar que g es sobreyectiva. 
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(3)Sea Az . (4)Como fg  es sobreyectiva existe zxfgAx  ))((:  ,(5) es 

decir, zfxg )( . (6)Como y = f(x)B, ya que  f es una función de A en B, (7) 

entonces  se demuestra que existe zgyBy  : . (8)Así que g es sobreyectiva. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que g es sobreyectiva. 

 

Sea Az . Como fg  es sobreyectiva existe zxfgAx  ))((:  , es decir, 

zfxg )( . Como y = f(x)B, ya que  f es una función de A en B, entonces  se 

demuestra que existe zgyBy  : . Así que g es sobreyectiva.  

 

5. (iii)  Sea   f: A B   g: B A 

 

     f g biyectiva  f es inyectiva y g sobreyectiva. 

                                                  

                                              ELD  

              Demostrar : f es inyectiva  g sobreyectiva.  
                        

          (1) f: A B  ,  g: B A                                               P     

          (2) gf   biyectiva                                         P 

     (3)   gf   inyectiva                                                     (2)                             

     (4)    f inyectiva                                                  (3),  ejercicio 5 (i) 

     (5)   gf   sobreyectiva                                      (2)                                                      

     (6)     g  sobreyectiva                                       (5), Ejercicio 5(ii)                

  (7)     f inyectiva   g sobreyectiva                               A 4,6   

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que f es inyectiva y g sobreyectiva. (4) f  es inyectiva  debido 

a que gf  es inyectiva y por 5(i). (5)(6)g  sobreyectiva porque gf   es 

sobreyectiva y por 5(ii). (7) Por lo tanto f  es binyectiva  y  g es sobreyectiva. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que f es inyectiva y g sobreyectiva. 

 

f  es inyectiva  debido a que gf   inyectiva y por 5(i). g es sobreyectiva porque 

gf   es sobreyectiva y por 5(ii). Por lo tanto f  es inyectiva  y  g es 

sobreyectiva. 
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6. (i)   Sean DChhCBgBAff  :,,:,:, 2121  

        g   inyectiva  ( 2121 hhghgh   ) 

                                                      

                                                         ELD  

            Demostrar : g inyectiva  )( 2121 fffgfg       

                           :  

          (1)           DChhCBgBAff  :,,:,:, 2121           P     

                      

 6.(i) )                                         

                                                              ELD  

                          Demostrar : 2121 fffgfg        

                           

          (1)  DChhCBgBAff  :,,:,:, 2121                     P     

          (2)  g  inyectiva                                                        P 

     (3)                                    21 fgfg                                         P     

     (4)              Axxfgxfg  ),)(())(( 21                         3,1            

     (5)                 Axxfgxfg  )),(())(( 21                            4                                                     

     (6)                           Axxfxf  ),()( 21                                   5,2       

     (7)                                     21 ff                                                 6, 3.4 

  (8)   2121 fffgfg                                                      CP 3,7 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que 2121 fffgfg   . 

 

(3)Supongamos que 21 fgfg   . (4)Entonces Axxfgxfg  ),)(())(( 21  ; 

 (5)   o sea  Axxfgxfg  )),(())(( 21 .   (6)  Como  g  es  inyectiva   entonces 

Axxfxf  ),()( 21  (7)(8)o  sea 21 ff  . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que 2121 fffgfg   . 

Supongamos que 21 fgfg   . Entonces Axxfgxfg  ),)(())(( 21   o 

sea Axxfgxfg  )),(())(( 21 . Como g es inyectiva, Axxfxf  ),()( 21  o 

sea 21 ff  . 

 

6. (i) )  
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                                                     ELD  

                              Demostrar : g inyectiva    

                                  Traducción:    2121 yygygy   

          (1) DChhCBgBAff  :,,:,:, 2121                     P     

          (2) 2121 fffgfg                                                         P 

     (3)                                    21 gygy                                              P    

     (4)                  )()( 2211 xfyxfy                                 P,1  

     (5)                              ))(())(( 21 xfgxfg                                I  3,4  

     (6)                 ))(())(( 21 xfgxfg                                    5                                                  

     (7)                                21 fgfg                                       I 6, 3.4 

     (8)                                     21 ff                                              PP 2,7 

     (9)                                 )()( 21 xfxf                                      I 8, 3.4 

    (10)                                     21 yy                                             I 9,4     

    (11)  2121 yygygy                                                        CP3,10 

 (12)   g inyectiva                                                                  I 11,3.20(i)      

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

 

Vamos a demostrar que g es inyectiva.  

 (3)Supongamos que 21 gygy  . (4)Sea )(11 xfy   y )(22 xfy  .(5)(6)(7)Entonces 

))(())(( 21 xfgxfg  ,es decir, ))(())(( 21 xfgxfg    y 21 fgfg    (3.4). 

(7)Debido a que 2121 fffgfg    (por la segunda hipótesis), entonces 

(8) 21 ff  .(9) Es decir que )()( 21 xfxf  (3.4) (10)(11)  y  por lo tanto 21 yy  . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que g es inyectiva.  

 

Supongamos que  

                                             21 gygy  .  

Sea  

                                   )(11 xfy   y )(22 xfy  . 

Entonces  

                                      ))(())(( 21 xfgxfg  . 

Es decir 

                                   ))(())(( 21 xfgxfg     

Por (3.4),  

                                           21 fgfg     
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Debido a que 

                                2121 fffgfg   ,  

entonces           

                                                21 ff  ; 

 

Esto quiere decir que )()( 21 xfxf  (3.4)  y  por lo tanto 21 yy  . 

 

 

  6.(ii)  Sean DChhCBgBAff  :,,:,:, 2121  

 

        g   sobreyectiva  ( 2121 hhghgh   ) 

  

 6.(ii) )                                     

                                                             ELD  

                          Demostrar : 2121 hhghgh        

          (1) DChhCBgBAff  :,,:,:, 2121                 P     

          (2) g  sobreyectiva                                                P 

     (3)                      ghgh  21                                                P     

     (4)     Byyghygh  ),)(())(( 21                            3            

     (5)         Byyghygh  )),(())(( 21                             4                                                     

     (6)                           Cygz  )(                                          P,1       

     (7)                    Czzhzh  ),()( 21                                    I 5,6,2    

     (8)                             21 hh                                                7, 3.4 

   (9)  2121 hhghgh                                                CP 3,8  

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar la implicación  2121 hhghgh   . 

 

(3)Supongamos que ghgh  21  . (4)Entonces Byyghygh  ),)(())(( 21  ; 

(5)es decir ))(())(( 21 yghygh  . (6)(7)Como g es una función de B en C sea 

Cygz  )(  y entonces Czzhzh  ),()( 21 . (8)Pero esto quiere decir que 

21 hh  . (9)Por lo tanto se cumple la condicional  2121 hhghgh   . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar la implicación 2121 hhghgh   . 
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Supongamos que ghgh  21  . Entonces Byyghygh  ),)(())(( 21  ; es 

decir ))(())(( 21 yghygh  . Como g es una función de B en C sea Cygz  )(  

y entonces Czzhzh  ),()( 21 . Pero esto quiere decir que 21 hh  . Por lo tanto 

se cumple la condicional  2121 hhghgh   . 

   

 6.(ii) ) pendiente. 

 

7.(i)   Sean   f: AB   g: CD 

          Existe h: AC, tal que  f = g h  gpfp
22



  

 )  

                                                           ELD  

                              Demostrar : gpfp
22



     

                               Traducción : gpyfpy
22



  

 

          (1)  f: AB   g: CD                                                P     

          (2)   h: AC :  f = gh                                   P 

     (3)                             fpy
2



                                       P                                              

     (4)              fyx ),(   p.a. xA                           3,1                                               

     (5)                    y = f(x) , xA                       traducción 4                                                                                

     (6)                           z = h(x) , xA                               P, 2                          

     (7)                       f(x) = g(h(x)) ,  xA                             2                                                                       

     (8)                         y = g(h(x)) ,  xA                         I 5,2,7                                               

     (9)                           (h(x), y)g                             traducción 8                                                    

    (10)                         gpy
2



                                  traducción 9       

    (11)     gpyfpy
22



                                     CP 3,10                                                           

       (12)   gpfp
22



                                           traducción 11  

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que gpfp
22



 . 

(3)Sea fpy
2



 .(4)(5) Esto significa que fyx ),(   p.a. xA o sea  y = f(x). 

(6)Sea z = h(x) con xA. (7)(8)(9) Como f = gh,  f(x) = g(h(x)) o sea (h(x), y)g;  

(10) (11)(12)de donde gpy
2



 . 
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Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que gpfp
22



 . 

Sea fpy
2



 . Entonces fyx ),(   para algún  xA o sea  y = f(x).  

Sea z = h(x) con xA. Como f = gh,  entonces f(x) = g(h(x)) o sea (h(x), y)g; 

de donde gpy
2



 . 

 

7. (ii) ) (pendiente) 

8.(i)    Sea  f: AB.  f  inyectiva   


f inyectiva. 

  )                                          ELD  

                              Demostrar : 


f  inyectiva    

                            Traducción : 2121 CCCfCf 


 

 

          (1)  f: AB                                                                   P     

          (2)   f  es inyectiva                                          P 

     (3)                           21 CfCf


                                     P   

     (4)                          


21 CfCf                               3 

     (5)          2121 )( CfCfCCf


                    2, 3.22                                                    

     (6)                


)( 21 CCf                                 3,4                                                                                                                    

     (7)                              21 CC                     5, ejercicio 3.3 (2 (iii))     

     (8)                              21 CC                                              6                                                  

        (9) 2121 CCCfCf 


                                        CP 3,7        

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que 


f inyectiva. 

(3)(4)Sea 21 CfCf


  o sea  


21 CfCf .  

 (5)(6)Debido a que 2121 )( CfCfCCf


  (por 3.22) , 


)( 21 CCf ;  

(7)lo que implica que  21 CC  (Ejercicio 3.3 (2(iii)) (8)(9) o sea 21 CC  .  

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que 


f inyectiva. 
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Sea 21 CfCf


  o sea 


21 CfCf .  

 Debido a que 2121 )( CfCfCCf


  (por 3.22) , 


)( 21 CCf ; lo que 

implica que  21 CC  (Ejercicio 3.3 (2(iii)) o sea 21 CC  .  

 

  )  

                                                    ELD  

                              Demostrar : f  inyectiva    

                            Traducción : 2121 xxfxfx   

 

          (1)  f: AB                                                                   P     

          (2)  


f    es inyectiva                                        P 

     (3)                             21 fxfx                                       P                                              

     (4)                    21 xfxf


                                   3                          

     (5)              21 xfxf


     21 xx           traducción 2                                                                                                                                              

     (6)                                21 xx                                 PP 4,5    

     (7)                              21 xx                                           6                                                    

          (8) 2121 xxfxfx                                             CP 3,7    

        (9)   f es inyectiva                                                   traducción 8 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que f es inyectiva.  

(3)Sea 21 fxfx  . (4)Entonces    21 xfxf


 .(5)(6)(7)(8)(9) Como, por hipótesis, 


f  

es inyectiva, entonces    21 xx    y  por lo tanto 21 xx  . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que f es inyectiva.  

Sea 21 fxfx  . Entonces    21 xfxf


 . Como, por hipótesis, 


f  es inyectiva, 

entonces    21 xx    y  por lo tanto 21 xx  . 

 

8.(ii)  Sea  f: AB 

            f  sobreyectiva   


f sobreyectiva. 
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)                                      ELD  

                      Demostrar : 


f  es sobreyectiva 

                   Traducción : ):)())((( DCfAPCBPD 


 

 

          (1)    f: AB                                                                      P     
          (2)   f   es sobreyectiva                                          P 

     (3)                             DP(B)                                              P                                              

     (4)                     C = 


f D                                              P              

     (5)                   


f C = 


f


f D                                        4                                                                                                                                                 

     (6)                            


f


f D = D                                       2, 3.23    

     (7)                             


f C = D                                                I 5,6                                                    

          (8)                    DCfAPCBPD 


:)()(              3,1,7              

        (9)   


f  es sobreyectiva                                               traducción 8 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que


f  es sobreyectiva. 

(3)(4)Sea DP(B)  y  C = 


f D. (5) Entonces 


f C = 


f


f D . (6)(7)Pero 


f


f D = D 

(3.23)  y 


f C = D. (8)Así que  dado )(BPD existe DCfAPC 


:)( . (9)Esto 

quiere decir que 


f  es sobreyectiva. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que


f  es sobreyectiva. 

Sea DP(B)  y  C = 


f D. Entonces 


f C = 


f


f D . Pero 


f


f D = D (3.23)  y 


f C = D. Así que  dado )(BPD existe DCfAPC 


:)( . Esto quiere decir 

que 


f  es sobreyectiva. 

    )                                        

                                                     ELD  

                              Demostrar : f es sobreyectiva 

                           Traducción : ))(:)(( xfyAxBy   

          (1)  f: AB                                                                  P     
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          (2) 


f es sobreyectiva                                       P 

     (3)                                By                                         P                                              

     (4)                     )(BPy                                       3              

     (5)              yCfAPC 


:)(                         2,4                                                                                                                                                        

     (6)                       yxfCx  )(:                              5         

     (7)                       )(: xfyAx                                   5,6                                                    

          (8)                 ))(:)(( xfyAxBy                     3,7              

        (9)                        f es sobreyectiva                         traducción 8 

   
Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

 Vamos a demostrar que f es sobreyectiva.   

(3)Sea By .(4) Entonces    )(BPy  . (5)Debido a que  


f  es sobreyectiva, 

existe )(APC  tal que  yCf 


.(6) De esta última igualdad se desprende 

que  yxf )(  para algún Cx . (7)Como  AC  , se ha demostrado que existe 

)(: xfyAx  ,(8)(9) lo que quiere decir que f es sobreyectiva.  

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que f es sobreyectiva.   

Sea By . Entonces    )(BPy  . Debido a que  


f  es sobreyectiva, existe 

)(APC  tal que  yCf 


. De esta última igualdad se desprende 

que  yxf )(  para algún Cx . Como  AC  , se ha demostrado que existe 

)(: xfyAx  , lo que quiere decir que f es sobreyectiva 

 

8.(iii)  Sea  f: AB 

           f  inyectiva  


f sobreyectiva 

 

)                                      ELD  

                     Demostrar : 


f  es sobreyectiva 

               Traducción : ):)())((( CDfBPDAPC 


 

          (1)  f: AB                                                                      P     
          (2)  f   es sobreyectiva                                         P 
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     (3)                             )(APC                                          P                                              

     (4)                      D = Cf


                                          P              

     (5)                    CCff 


                                   2, 3.22 (v)                                                                                                                                                 

     (6)                              


f D = C                                        I 4,5    

     (7)                  ):)())((( CDfBPDAPC 


   traducción 6                                                                                                    

       (8)                   


f  es sobreyectiva                               traducción 7                 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  


f sobreyectiva. 

3)(4)Sean )(APC  y  D = Cf


. (5)(6)Debido a que CCff 


 (3.22(v)), 

entonces 


f D = C . (7)Así que se ha demostrado que dado )(APC existe 

CDfBPD 


:)( , (8)lo que quiere decir que 


f es sobreyectiva. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  


f sobreyectiva. 

Sean                       

                           )(APC   y   D = Cf


.  

Por (3.22(v)), 

                                    CCff 


  

 Entonces  

                                      


f D = C . 

 Así que se ha demostrado que dado )(APC existe CDfBPD 


:)( , lo que 

quiere decir que 


f es sobreyectiva. 

   )                              

                                           ELD  

                   Demostrar : f inyectiva    

                        Traducción : CCff 


      (3.22) 

          (1)  f: AB                                                          P     

          (2)   


f   es sobreyectiva                             P 
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     (3)                      CffC


                    Ejercicio 3.3 (6(i ))                                                   

     (4)               Cffx


                                    P                                                    

     (5)               Cfxf


)(                              4, 3.15                                                                                                                    

     (6)                          Cx                                    5, 3.15     

     (7)          Cffx


   Cx                              CP4,6                                                                              

          (8)           CCff 


                                       traducción 7   

          (9)            CffC


   CCff 


                    A 3,8  

         (10)   CCff 


                                                9, 1.4 (ii) 

       (11)    f es inyectiva                                            10, 3.22 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  f es inyectiva  o sea CCff 


 (3.22). 

(3)Sabemos que CffC


 (Ejercicio 3.3 (6(i ))). (4)Sea Cffx


 , (5) (6) 

entonces Cfxf


)( (3.15) y  Cx (3.15). (7) (8)O sea CCff 


. (9)(10)(11)Por 

lo tanto CCff 


 o sea  f inyectiva. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  f es inyectiva  o sea CCff 


 (3.22). 

Sabemos  que CffC


 ( Ejercicio 3.3 (6(i )) ).  Sea Cffx


 ,  entonces  

Cfxf


)(   (3.15)  y  Cx  (3.15). O sea CCff 


. Así  que CCff 


, 

 y por lo tanto  f inyectiva. 

 

OBSERVACIÓN: En esta demostración no hubo necesidad de la hipótesis (2). 

8. (iv)  Sea  f: AB.        f  sobreyectiva 


f inyectiva 

)                                            ELD  

                           Demostrar : 


f  es inyectiva 

                         Traducción : 2121 DDDfDf 


 

          (1)  f: AB                                                                      P     
          (2)  f   es sobreyectiva                                         P 



     Funciones 

UNIVERSIDAD DE LA AMAZONIA                     FLORENCIA CAQUETÁ COLOMBIA                                                               

256 

     (3)                         21 DfDf


                                         P                                              

     (4)                21 DffDff


                                    P              

     (5)                  11 DDff 


                                    2, 3.23                                                                                                                                                 

     (6)                          22 DDff 


                                   2, 3.23 

     (7)                              21 DD                                         I  4,5,6                                                                                                       

          (8)  2121 DDDfDf 


                                         CP 3,7  

        (9)    


f  es inyectiva                                                   traducción 8          

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que


f inyectiva. 

(3)Supongamos que 21 DfDf


 . (4)Entonces 21 DffDff


 . (5)(6)Por 3.23, 

11 DDff 


 y 22 DDff 


, (7) (8)(9)y  tanto 21 DD  . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que


f inyectiva. 

Supongamos que 21 DfDf


 . Entonces 21 DffDff


 . Por 3.23,  

11 DDff 


 y 22 DDff 


,  y por lo tanto 21 DD  . 

 

)                                      ELD  

                     Demostrar : f  es sobreyectiva 

                          Traducción : DDff 


    (3.23) 

 

          (1)  f: AB                                                                      P     

          (2)  


f    es inyectiva                                           P 

     (3)   DDff 


                                                 Ejercicio 3.3 (6(ii))                                                      

     (4)             )(: xfyDy                                       P              

     (5)                  Dfx


                                          4, 3.15                                                                                                                                                 

     (6)                       Dffxf


)(                                    5, 3.15 
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     (7)                         Dffy


                                        I  4,5,6                                                                                                       

          (8)            DffyDy


                                       CP 4,7  

          (9)             DffD


                                               traducción 8    

         (10)             DDff 


 DffD


                             A 3,9 

         (11)            DDff 


                                                  10, 1.4(ii)  

       (12)            f sobreyectiva                                      traducción 11 (3.23)       

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que f sobreyectiva, demostrando que DDff 


(3.23). 

(3)Sabemos que DDff 


 (Ejercicio 3.3 (6(ii))). (4)Para demostrar que 

DffD


   sea )(: xfyDy  . (5)Entonces Dfx


 ,(6) Dffxf


)( (3.15)  

y (7) (8)(9)(10)(11)(12) Dffy


 .  

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que f sobreyectiva, demostrando que DDff 


(3.23). 

Sabemos que DDff 


 (Ejercicio 3.3 (6(ii))). Para demostrar que DffD


   

sea )(: xfyDy  . Entonces Dfx


  y Dffxf


)(  (3.15) y  Dffy


 .  

 

 8. (v)   Sea  f: AB.  f  biyectiva 


f biyectiva  


f biyectiva 

 

Demostraremos la cadena proposicional : 

 (i)  f  biyectiva  (ii)


f biyectiva   (iii)


f biyectiva  (i) f biyectiva 

 

(i)  (ii) 

                                             ELD  

                     Demostrar : 


f  es biyectiva 

                   Traducción : 


f inyectiva 


f  sobreyectiva 

          (1)       f: AB                                                            P     

          (2)      f   biyectiva                                         P 
     (3)      f  inyectiva                                                         2                                              
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     (4)     


f inyectiva                                 3, Ejercicio 3.4 (8(i))              

     (5)      f sobreyectiva                                                 2                                                                                                                                                  

     (6)      


f sobreyectiva                                   5, Ejercicio 3.4 (8(ii))                     

     (7)     


f inyectiva  


f sobreyectiva                           A 4,6     

  (8)     


f  biyectiva                                                   traducción 7         

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que 


f biyectiva.   

(3)(4)f  es inyectiva porque f es biyectiva  y por Ejercicio 3.4 (8(i)) 


f  es 

inyectiva. (5)(6)De igual manera, f  es sobreyectiva porque f es biyectiva y  por  

Ejercicio 3.4 (8(ii)) 


f  es sobreyectiva. 

 (7)(8)Siendo 


f inyectiva y


f sobreyectiva, entonces


f  es biyectiva. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que 


f biyectiva.   

f  es inyectiva porque f es biyectiva  y por Ejercicio 3.4 (8(i)) 


f  es inyectiva. De 

igual manera, f  es sobreyectiva porque f es biyectiva y  por  Ejercicio 3.4 (8(ii)) 


f  es sobreyectiva.  

Siendo 


f inyectiva y


f sobreyectiva , entonces


f  es biyectiva. 

 

(ii)  (iii)                           ELD  

                     Demostrar : 


f  es biyectiva 

                   Traducción : 


f inyectiva 


f  sobreyectiva 

          (1)       f: AB                                                            P     

          (2)      


f  biyectiva                                        P 

     (3)      


f   sobreyectiva                                                 2                                              

     (4)       f sobreyectiva                                 3, Ejercicio 3.4 (8(ii))              

     (5)      


f  inyectiva                                 4, Ejercicio 3.4 (8(iv))                                                                                                                                                                 

     (6)      


f inyectiva                                                         2                     
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     (7)        f inyectiva                                        6, Ejercicio 3.4 (8(i))                  

     (8)     


f  sobreyectiva                                  7, Ejercicio 3.4 (8(iii))    

     (9)     


f  inyectiva 


f  sobreyectiva                       A 5,8 

  (10)     


f  biyectiva                                              traducción  9      

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que


f  biyectiva. 

(3)(4) 


f sobreyectiva porque 


f  es biyectiva  y por Ejercicio 3.4 (8(ii)), f es 

sobreyectiva. (5)(6) Por  Ejercicio 3.4 (8(iv)),


f  es inyectiva y f inyectiva por 

Ejercicio 3.4 (8(i)). (8)



f  es sobreyectiva por Ejercicio 3.4 (8(iii)). (9) Siendo 


f inyectiva y


f sobreyectiva , (10) 


f es biyectiva. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que


f  biyectiva. 


f sobreyectiva porque 


f  es biyectiva  y por Ejercicio 3.4 (8(ii)), f es 

sobreyectiva. Por  Ejercicio 3.4 (8(iv)),


f  es inyectiva y f inyectiva por Ejercicio 

3.4 (8(i)). 


f  es sobreyectiva por Ejercicio 3.4 (8(iii)).  Siendo 


f inyectiva 

y


f sobreyectiva , 


f es biyectiva. 

 

(iii)  (i)                           ELD  

                     Demostrar : f es biyectiva 

                   Traducción : f inyectiva  f sobreyectiva 

          (1)       f: AB                                                            P     

          (2)      


f  biyectiva                                        P 

     (3)      


f   inyectiva                                                      2                                              

     (4)       f sobreyectiva                                 3, Ejercicio 3.4 (8(iv))              

     (5)      


f  sobreyectiva                                                2 

     (6)      f inyectiva                                           5, Ejercicio 3.4 (8(iii))                                

     (7)      f inyectiva  f sobreyectiva                            A 6,4                                    

   (8)      f  biyectiva                                                 traducción 7 
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Con esto queda demostrado 8 (v). 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que f  biyectiva. (3)(4)



f  es  inyectiva  porque es biyectiva  y 

por Ejercicio 3.4 (8(iv))  f es sobreyectiva. (5)(6) 


f  es sobreyectiva  porque es 

biyectiva y por Ejercicio 3.4 (8(iii)) f es inyectiva. (7)(8)Debido a que f es 

inyectiva y sobreyectiva,  f es biyectiva. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que f  biyectiva. 


f  es  inyectiva  porque es biyectiva  y por 

Ejercicio 3.4 (8(iv))  f es sobreyectiva. 


f  es sobreyectiva  porque es biyectiva y 

por Ejercicio 3.4 (8(iii)) f es inyectiva. Debido a que f es inyectiva y 

sobreyectiva,  f es biyectiva. 

 

9.    (i)   f: A B sobreyectiva   CfB


  )( CAf 


 

 

)                                             ELD  

                     Demostrar : CfBCAf


 )(  

                   Traducción : )( CAfyCfBy 


 

          (1)       f: AB   sobreyectiva                                   P     

          (2)                      CfBy


                         P 

     (3)                          CfyBy


                            2                                              

     (4)                              BAf 


                           traducción 1                    

     (5)                   CfyAfy


                            I 3,4              

     (6)                         CfAfy


                                 5 

     (7)                     )( CAfCfAf 


                 3.19 (iii)                                      

     (8)                        )( CAfy 


                                 6,7 

     (9)  )( CAfyCfBy 


                           CP 2,8 

  (10)    CfBCAf


 )(                                   I trad.9, 1.3  
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Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que CfBCAf


 )( . 
 

(2)Sea CfBy


 .(3)Esto quiere decir que CfyBy


 .(4)(5)(6) Debido a 

que f es sobreyectiva, BAf 


 y por consiguiente CfyAfy


  y 

CfAfy


 . (7)(8) Debido a que )( CAfCfAf 


(3.19), )( CAfy 


 y 

(9)(10) CfBCAf


 )( .  

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que CfBCAf


 )( . 

 

Sea CfBy


 . Esto quiere decir que CfyBy


 . Debido a que f es 

sobreyectiva, BAf 


 y por consiguiente CfyAfy


  y CfAfy


 .   

Debido a que )( CAfCfAf 


(3.19), entonces )( CAfy 


 y   

CfBCAf


 )( .  

 

)                                   ELD  

                     Demostrar : f  sobreyectiva 

                 Traducción : 


f  inyectiva   (Ejercicio 3.4  (8(iv)) 

                                   O sea 2121 DDDfDf 


 

        

          (1)       f: AB                                                           P     

          (2)      CfB


 )( CAf 


                              P 

     (3)                         21 DfDf


                                   P                                         

     (4)                      


21 DfDf                            3                      

     (5)             )( 2121 DDfDfDf 


                3.19(iv)              

     (6)                      


)( 21 DDf                              I  4,5 

     (7)                          21 DD                     6,  Ejercicio 3.3 (2(iii))                                      

     (8)                           21 DD                                          7 
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     (9)  2121 DDDfDf 


                                     CP 2,8 

    (10)  


f  es inyectiva                                               traducción 9   

  (11)   f  es sobreyectiva                               10, Ejercicio 3.4 (8(iv)) 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  f  es sobreyectiva demostrando que 


f  es inyectiva  

(Ejercicio 3.4  (8(iv)). 
 

(3)Supongamos 21 DfDf


 .(4)Entonces 


21 DfDf .  

(5)(6)Pero )( 2121 DDfDfDf 


 por 3.19(iv), luego 


)( 21 DDf . (7)(8)Por 

Ejercicio 3.3 (2(iii)),  21 DD o sea 21 DD  , (9)(10)lo que quiere decir que 


f  

es inyectiva y por Ejercicio 3.4 (8(iv))  f  sobreyectiva.  

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  f  es sobreyectiva demostrando que 


f  es inyectiva  

(Ejercicio 3.4  (8(iv)). 

 

Supongamos 21 DfDf


 . 

 Entonces 


21 DfDf . Pero )( 2121 DDfDfDf 


 por 3.19(iv), luego 




)( 21 DDf . Por Ejercicio 3.3 (2(iii)),  21 DD  o sea 21 DD  , lo que 

quiere decir que 


f  es inyectiva y por Ejercicio 3.4 (8(iv))  f  sobreyectiva. 

 

 9. (ii)  f: AB biyectiva  CfBCAf


 )(  

 

Demostración en el sentido   ) 

 

 

                                             ELD   

                     Demostrar : CfBCAf


 )(  

                    

          (1)     f: AB   biyectiva                                     P     
          (2)    f es sobreyectiva                                 1         

     (3)     f inyectiva                                                     1                                             
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     (4)   CffpCfpf


 21 )(               3, 3.22(iv)                                    

     (5)   Bfp 


2                                                         2                  

     (6)   Afp 


1                                                    1, 3.3(ii)    

     (7)   CfBCAf


 )(                                     I 4,5,6   

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  CfBCAf


 )( . 

 

(3)f  es inyectiva porque es biyectiva. (4) Entonces  

                                  CffpCfpf


 21 )(  (3.22(iv)).       ( I ) 

(5)(6)Como f es sobreyectiva, Bfp 


2  y Afp 


1  (3.3(ii)), (7)por lo tanto ( I ) 

queda transformado en CfBCAf


 )(         

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  CfBCAf


 )( . 

f  es inyectiva porque es biyectiva. Entonces 

 

                                CffpCfpf


 21 )(  (3.22(iv)).   ( I )  

 

Como f es sobreyectiva, Bfp 


2  y Afp 


1  (3.3(ii)), por lo tanto ( I ) queda 

transformado en  CfBCAf


 )(  .       

 

)                                        ELD   

                      Demostrar : f  biyectiva 

                 Traducción : f inyectiva   f  sobreyectiva      

          (1)     f: AB                                                        P     

          (2)   CfBCAf


 )(                              P         

     (3)     )( CAf 


  CfB


                                    2                                                             

     (4)    f  sobreyectiva                         3, Ejercicio 3.4  (9(i))                                    

     (5)   Afp 


1                                                    1, 3.3(ii)                    

     (6)   Bfp 


2                                                         4    
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     (7)   CffpCfpf


 21 )(                          I 2,5,6   

     (8)   f inyectiva                                                 7, 3.22(iv)   

     (9)   f inyectiva   f  sobreyectiva                        A 4, 8 

  (10)   f  biyectiva                                             I trad.9,3.20 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que f  biyectiva.   
 

(2)Supongamos que CfBCAf


 )(  donde f: AB.  

(3) Entonces )( CAf 


  CfB


 . (4)Por Ejercicio 3.4 (9(i)), f es sobreyectiva. 

(5) Como f es una función de A en B, y por  3.3(ii),  Afp 


1 , (6) y  Bfp 


2  

por ser f sobreyectiva; (7)de donde CffpCfpf


 21 )( (8) y  f inyectiva 

(3.3(ii)). (9)(10)Siendo f también sobreyectiva, entonces se tiene que f es 

biyectiva.   

  

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que f  biyectiva.   

 

 Supongamos  que CfBCAf


 )(  donde f: AB.  

Entonces )( CAf 


  CfB


 . Por Ejercicio 3.4 (9(i)), f es sobreyectiva.  Como 

f es una función de A en B, y por  3.3(ii) , Afp 


1 ,  y  Bfp 


2  por ser f 

sobreyectiva; de donde CffpCfpf


 21 )(  y  f inyectiva (3.3(ii)). Siendo 

f también sobreyectiva entonces se tiene que f es biyectiva.                               
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AUTOEVALUACIÓN 

FUNCIONES 
 

 

Traduzca  al lenguaje de la Teoría de Funciones: 
 

1. a. Una relación  f  de A en B es una función sii a cada elemento de A le 

asocia un único elemento de B. 

b. f  es una restricción de g a A 

c. g es una extensión de f a C. 

 

2. Considere las funciones  f: AC   g: BC 

 

a. Haga una gráfica de estas dos funciones de tal manera que BA  

b. Considere  la gráfica de gfh   y diga si representa o nó una función. 

 

3. Sean  f = {(1,6),(2,5),(3,6)}, g = {(5,10),(6,9),(7,3)} 

 

a. Hacer una gráfica para ilustrar la compuesta fg   

b. Escriba en lenguaje lógico la justificación de las siguientes afirmaciones: 

 

 (1,9)  fg   

 (3,3)  fg   

 (2,10)  fg   

 (2,9)  fg   

 

c. Escriba en el lenguaje lógico simbólico. 

 

 La segunda proyección de f está contenida en el conjunto de partida de g. 

 3 no es imagen de 3 según fg  . 

 

4. Sea f: A  B. Escriba en el lenguaje lógico y de la Teorìa de conjuntos: 

 

a. 


Cf )(B  

b. 


Df )(A  

c. )( 21 ccfy 


  

d. 


21 CfCfy  
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e. 


)( 21 DDfx  

 

7. Traducir al lenguaje lógico y de la T. de Conjuntos.  

 

a. Sea  f una función  de A en B.  

b. f es una relación de A en B. 

c. A cada elemento de A le asocia un único elemento de B. 

 

 

 

INYECCIONES, SOBREYECCIONES Y 

BIYECCIONES 
 

 
1. Traducir al lenguaje lógico y de la  T. de Conjuntos, las siguientes 

expresiones en el lenguaje ordinario: Sea f: AB 

 

a. Dados dos elementos distintos de A, tienen imágenes distintas en el conjunto 

B. 

b. No existe ningún elemento en B que sea imagen de dos elementos distintos  

de A 

c. Todo elemento de  B  es imagen de al menos un elemento de A. 

d. Cada elemento de A tiene dos imágenes en B. 

 

2.  

 

a. Defina el concepto de función inyectiva en el lenguaje ordinario. 

b. Defina función sobreyectiva en el lenguaje ordinario. 

c. Defina función biyectiva en lenguaje ordinario 

  

3. Defina los conceptos del punto anterior en lenguaje matemático( e.d. en el 

lógico - Teoría de C.). 

 

4. Caracterice las funciones sobreyectivas en términos de segunda proyección 

de la función. 

 

5. Caracterice las funciones inyectivas en términos de intersección de imágenes. 

 

6. Caracterice las funciones inyectivas en términos de su inversa. 

 

7. Caracterice las funciones sobreyectivas en términos de su “doble imagen”. 
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8. Traduzca a la notación de la Teoría de Conjuntos las siguientes afirmaciones: 

 

a. La imagen inversa de una función biyectiva es función. 

b. Si una función no es inyectiva su inversa no es función. 

 

9. Traducir al lenguaje ordinario cada una de las siguientes afirmaciones: Sea  f: 

AB 

 

a.       212121, xfxfxxxx   

b.       AxxxxxfxfyBy  212121 ,  

c.    yxfAxBy  )(  

d.    2121 xfxfxx   

e.         yxfAxByxfxfxx  )(2121  

f. Bp 


2
 

g. 2121 )()( xxxfxf   

 

10. Represente con una gráfica cada una de las ideas del punto anterior. 

 

 

 

FUNCIONES BIYECTIVAS 
 

 

1.Traduzca al lenguaje lógico y de la teoría de conjuntos: 

 

Sea  f: A   B 

 

(a) Dados dos  elementos distintos de A, tienen imágenes (bajo f) distintas  en el 

conjunto B. 

 

(b) No existe ningún elemento en B que sea imagen  de dos elementos distintos 

de A 

 

(c) Todo elemento de B es imagen  de al menos un elemento de A. 

 

(d) Cada elemento de A tiene dos imágenes  en B. 
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2. Traduzca al lenguaje ordinario las siguientes afirmaciones:  

 

  

Sea f: A    B 

 

 

• ))()(( 21212,1 XfXfxxxx   

 

 

•   AxxxxxfxfyBy 
212121

,)()(  

 

•    yxfAxBy  )(  

 

• )()(
2121

xfxfxx   

 ( cómo se llama  f ? ) 

 

• (     yxfAxByxfxfxx  )())()((
2121

)  

( cómo se llama f ?). 

 

• Bfp 


2  ( cómo se llama f )  


