
 

C A P Í T U L O  IV 

 

F A M I L I A S         

                            

 
    En teoría intuitiva de conjuntos se dice que una familia es un conjunto 

cuyos elementos también son conjuntos. Se habla de una familia  IiiA )(   

cuando se tiene un conjunto I que se llama conjunto de índices y a cada 

elemento Ii  se le asigna un conjunto A i . Como en nuestra teoría todos los 

objetos son conjuntos, se tiene simplemente que una familia es una función  

A: IB, siendo I y B conjuntos cualesquiera. 

 

   Claramente aquí no hay nada nuevo. Cualquier función es una familia. Por 

otra parte la terminología y notación que estamos introduciendo es muy usada 

en matemática y nos permite generalizar mejor ideas anteriores. 

 

   A una familia  A : IB  la notaremos IiiA )(  y al conjunto de valores de 

esta función lo notaremos  
IiiA


  o    IiAi / . A los elementos de I se les 

llama índices. 

 

Ejemplos : (1) El lector seguramente está familiarizado con un tipo muy 

importante de familias : las sucesiones (infinitas) que son aquellas familias 

cuyo conjunto de índices es el conjunto  N. Como, (1, 
2
1 ,

3
1 , . . . , 

n
1 , . . .     ) .  

Una sucesión Nnnx )(  se escribe también ( 1x , 2x , 3x , . . . , nx , . . . ). Otra 

sucesión es la sucesión constante (1, 1, 1,  . . . , 1, . . . ) que no se debe 

confundir con el conjunto de valores de la sucesión que es simplemente  1  . 

     

   (2)  También podemos hablar de sucesiones finitas o sea las que tienen 

como conjunto de índices a un conjunto finito de la forma 1, 2, . . . , n  y las 

cuales notaremos ( 1x , 2x , 3x , . . . , nx ). Aquí se presenta una doble asignación 

de significado a un mismo símbolo. Por ejemplo (5, 6) que hasta este 

momento ha sido una abreviación para 5,5,6 es ahora también la 

función   

 

   f : 1, 2  N  siendo  f  (1, 5), (2, 6) = 1, 1,5,2, 2,6.  

 

Esta situación no nos traerá mayores problemas ( Véase : Ejercicio 4.1 (1) ). 
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   (3) Considere la familia ( -x, x ) Rx  o sea la función A: RP R tal que  

A : x -x, x .  La notación, como ( 1x , 2x , 3x , . . . , nx , . . . ) que 

introdujimos para las sucesiones no tiene paralelo aquí. Esto se debe a que el 

conjunto de índices R no es contable. 

      

   (4) Cualquier conjunto A se puede visualizar como una familia. 

Simplemente se toma la correspondiente función de identidad. 

 

En la práctica al discutir las diferentes ideas de este capítulo, se tiene en mente 

familias como las del ejemplo (3) o sea “familias de conjuntos”, en el sentido 

intuitivo de la palabra. 

 

1. GENERALIZACIÓN  DE  LA  INTERSECCION   

    Y  DE   LA UNION 
 

4.1 Definición :  (i)    A = x/ x A para todo AA  

                                  (ii)   A = x/ x A para todo AA  , 

 

Conjuntos que llamaremos respectivamente la intersección y la unión de A. 
 

Caracterización de los elementos de la intersección 

 

x  A  AAx A 
 

Caracterización de los elementos de la unión 

 

x  A    x A  para algún AA 
 

Ejemplos : (1)  1, 2, 3, 2, 3, 1, 2, 3, 4, 6 = 2, 3. 

                   (2)  1, 2, 3, 2, 3, 1, 2, 3, 4, 6 = 1, 2, 3, 4, 6. 

                   (3)   1, 2, 2, 3, 3, 4 =    

                   (4)   4, 5, 4, 2 =    

                   (5)   4, 5, 4,  2 = 0, 1, 4, 5.       (Véase 3.7) 

En las anteriores definiciones,  A  es un conjunto cualquiera. Hemos escrito 

A  en lugar de por ejemplo A, para hacer énfasis en el hecho de que estas 
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definiciones se usan en la práctica para “conjuntos de conjuntos” en el sentido 

intuitivo ( 0 sea para familias ). 

 

4.2 Proposición :  (i)  A, B = A  B         (ii)  A, B = A  B 
 

Demostración (i) :                         ELD 

                                 Demostrar   A, B = A  B      

                            Traducción :  x  A, B   xA  B 

 

x  A, B BxAx       4.1(i) 

                      BAx            1.11(i) 

 

 

Demostración (ii): :                         ELD 

                                 Demostrar   A, B = A   B      

                            Traducción :  x  A, B   xA B 

 

x  A, B  BAXúnaparaXx ,lg       4.1(ii) 

                       BXAXparaXx       

                      BxAx   

                       xA B                                        1.11(ii)                                    

 

 Si tenemos una familia IiiA )(  adoptaremos las siguientes convenciones de 

notación ( en las cuales A =  
IiiA


 ).  

 

A =   
IiiA


=   IiAi /  = A = i

Ii

A


 = i
i

A  

A =   
IiiA


=  IiAi /  = A = i

Ii

A


 = i
i

A  

 

De estas notaciones, las dos últimas serán las que más usaremos. 

Para ciertos conjuntos de índices, existen otras notaciones especiales.  

Para   I =  1, 2, . . . , n , se escribe también i

n

i

A
1

  =  21 AA  . . nA  

y   i

n

i

A
1

  =  21 AA  . . nA  

 

Para I = N, se escribe también i
i

A


1

  =  21 AA  . . .  y  i
i

A


1

  = 

 321 AAA  . . . 
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Ahora comenzaremos a generalizar teoremas sobre intersecciones y uniones 

del capítulo I. 

   

  Una propiedad básica de la intersección (respectivamente unión) de una 

familia  es que está contenida en (resp. contiene a) cada elemento de la 

familia. No solamente esto es cierto (4.3(i)) sino que son propiedades que 

caracterizan a la intersección (resp. unión) en el sentido de que el máximo 

(resp. mínimo) conjunto que está contenido (resp. contiene a ) en cada 

elemento de la familia es la intersección (resp. unión) de la familia. (4.3(iv)) 

(resp. (4.3(v)). 

 

4.3 Proposición :  Sea IiiA )(  una familia 

 

(i)   ))(( i
Ii

ji
Ii

AAAIj


   

(ii) i
Ii

i ABABIi


 )(  

(iii) .)( BABAIi i
Ii

i 


  

(iv)  i
Ii

ii AXXBABIiAXIi


 ))(()(  

(v) i
Ii

ii AXBXBAIiXAIi


 ))(()(  

 

Demostración :  (i)           

                                                            

                                                              ELD     

                                Demostrar ))(( i
Ii

ji
Ii

AAAIj


   

                                    O sea   ji
Ii

AA 


  i
Ii

j AA


  , Ij  
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                                                                ELD 

                                         Demostrar ji
Ii

AA 


 , Ij  

                                        Traducción :   ji
Ii

AxAx 


     

                                    (1)              i
Ii

Ax


                                 P 

                                    (2)               IiAx i                     I 1,4.1(i) 

                                    (3)               jAx                               S  2 

                                    (4)  i
Ii

Ax


   jAx                        CP 1,3 

                                    (5)    ji
Ii

AA 


                                  traducción 4 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
  

(2)(3)Si para cada iAxIi  , .(3)(4)(5) En particular jAx . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Si para cada  iAxIi  , . En particular jAx . 

                                  

                                                                  ELD 

                                            Demostrar i
Ii

j AA


  , Ij  

                                           Traducción :   i
Ii

j AxAx


      

                                    (1)              jAx  Ij                         P 

                                    (2)               IiapAx i  ..                      1 

                                    (3)               i
Ii

Ax


                            I 2,4.1(ii) 

                                    (4) jAx   i
Ii

Ax


                      CP 1,3 

                                    (5)   i
Ii

j AA


                                    traducción 4 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

 (1)Si para cada jI jAx , (2)(3)(4)(5) iAx  para algún i, luego i
Ii

Ax


   

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Si para cada jI jAx , iAx  para algún i, luego i
Ii

Ax
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     Demostración (ii) :                           ELD 

                                                 Demostrar i
Ii

AB


   

                                             Traducción :   i
Ii

AxBx


      

                                    (1)              )( iABIi                         P 

                                    (2)                     Bx                                P 

                                    (3)               IiAx i                         1,2 

                                    (4)                 i
Ii

Ax


                         I 3,4.1(i)                               

                                    (5)   i
Ii

AxBx


                           CP 2,4      

                                    (6)    i
Ii

AB


                                     traducción 5         

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

(2)(3)Si ,Bx entonces iAx para cada i (por hipótesis )( iABIi  ) (4)(5)(6) 

y por lo tanto i
i

Ax   

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Si ,Bx entonces iAx para cada i (por hipótesis )( iABIi  )  y por lo 

tanto i
i

Ax   

(iii) :                                                        ELD 

                                                 Demostrar BAi
Ii




  

                                             Traducción :   BxAx i
Ii




    

                                    (1)                  )( BAIi i                        P 

                                    (2)                           i
Ii

Ax


                           P 

                                    (3)                       IiapAx i  ..              I 2,4.1(ii) 

                                    (4)                              Bx                          3,1     

                                    (5)   BxAx i
Ii




                               CP 2,4                          

                                    (6)    BAi
Ii




                                        traducción 5         

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

 (2)(3)Si i
Ii

Ax


  , iAx para algún Ii . (4)(5)(6)Como BAi   para todo 

Ii , Bx .  
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Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Si i
Ii

Ax


  , iAx para algún Ii . Como BAi   para todo Ii , Bx . 

 

(iv)                                                ELD 

                                                 Demostrar             

                 i
Ii

ii AXXBABIiAXIi


 ))(()(  

       (1)             ))(()( XBABIiAXIi ii                     P                                                                                                                      

       (2)                                )( iAXIi                                                S1                  

       (3)                                     i
Ii

AX


                                           I. 2,4.3(ii)                            

       (4)                               IiAA ii
Ii




                                         4.3(i)                                                             

       (5)                        ))( XBABIi i                                      S1 

                       

       (6)                          ii
Ii

AA 


   XAi
Ii




                         BAi
Ii

/


    5 

                  

       (7)                                      XAi
Ii




                                             PP 4,6 

                                

       (8)                           i
Ii

AX


   XAi
Ii




                                    A 3,7 

                         

       (9)                                      i
Ii

AX


                                          I 8,1.4(ii) 

   (10) i
Ii

ii AXXBABIiAXIi


 ))(()(    CP 1,9                   

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

 (1)(2)(3)Si X  A i  para cada i, X  iA  (por (ii)). (4)(5)(6) Como i
Ii

A


  A i  

para cada i, (7) i
Ii

A


   X ( por la segunda hipótesis). 

 (8)(9)(10)Por lo tanto X = i
Ii

A


 . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Si X  A i  para cada i, X  iA  (por (ii)). Como i
Ii

A


  A i  para cada i, i
Ii

A


  

 X ( por la segunda hipótesis). Por lo tanto X = i
Ii

A


 . 
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(v)                                                      ELD 

                                                     Demostrar  

              i
Ii

ii AXBXBAIiXAIi


 ))(()(  

       (1)             ))(()( BXBAIiXAIi ii                  P                                                                                                             

       (2)                                )( XAIi i                                            S 1                                   

       (3)                                     XAi
Ii




                                                  2                                                              

       (4)                                    i
Ii

i AA


                                               4.3(i)                                                            

       (5)                          BXBAIi i  )(                                  S 1                                         

       (6)                           i
Ii

i AA


    i
Ii

AX


                       BAi
Ii

/


    5 

       (7)                                     i
Ii

AX


                                             PP 4,6            

       (8)                            XAi
Ii




   i
Ii

AX


                                  A 3,7       

       (9)                                     i
Ii

AX


                                         I 8,1.4(ii)                     

(10) i
Ii

ii AXBXBAIiXAIi


 ))(()(     CP 1,9  

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar i
Ii

ii AXBXBAIiXAIi


 ))(()(  

 (1)(2)(3)Si XAi  para cada i, XAi
Ii




  (por (iii)). (4)(5)(6)(7) Como 

i
Ii

i AA


   para cada i, i
Ii

AX


   ( por la segunda hipótesis). (8)(9)(10)Por lo 

tanto i
Ii

AX


  . 

 

 Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Sea 

                                          XAi         para cada i, 

entonces  

                                           XAi
Ii




      (por (iii)).                                    ( I )   

 Como  

                                          i
Ii

i AA


       para cada i,  

entonces 

                                            i
Ii

AX


     ( por la segunda hipótesis). ( II ) 
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De ( I ) y ( II ) se obtiene 

                                            i
Ii

AX


  .  

 

4.4 Proposición : ( LAS PROPIEDADES DE DEMORGAN ) 

 

       (i)  i
Ii

i
Ii

AA 


 )(      (ii) i
Ii

i
Ii

AA 


 )(  

 

Demostración (i) : )( 


i
Ii

Ax  )( i
Ii

Ax


   

                                                 )( i
Ii

Ax


   

                                                 ))(( iAxIi           4.1(i) 

                                                 )( iAxIi   

                                                 )( iAxIi   

                                                 i
Ii

Ax 


                        4.1(ii) 

 

Demostración (ii) : )( 


i
Ii

Ax  )( i
Ii

Ax


   

                                                 )( i
Ii

Ax


   

                                                 ))(( iAxIi           4.1(ii) 

                                                 )( iAxIi   

                                                 )( iAxIi   

                                                 i
Ii

Ax 


                        4.1(i) 

 

4.5 Proposición  (Propiedades distributivas) 

 

(i) )()()(
),(

ji
JIji

j
Jj

i
Ii

BABA 


  

(ii) )()()(
),(

ji
JIji

j
Jj

i
Ii

BABA 


  

 

Demostración : 

(i)  )()( j
Jj

i
Ii

BAx

  )()( ji BxJjAxIi   

                                    Ii Jj )( ji BAx   

                                    JIji  ),( )( ji BAx   

                                    )
),(

ji
JIji

BAx 
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(ii) )()( j
Jj

i
Ii

BAx


  )()( ji BxJjAxIi   

                                    Ii Jj )( ji BAx   

                                    JIji  ),( )( ji BAx   

                                    )
),(

ji
JIji

BAx 


   

4.6 Proposición  : (i) )()()(
),(

ji
JIji

j
Jj

i
Ii

BABA 


  

                                   (ii)  )()()(
),(

ji
JIji

j
Jj

i
Ii

BABA 


  

Demostración : 

 

(i)    )()(),( j
Jj

i
Ii

BAyx

 )()( j

Jj
i

Ii
ByAx


  

                                        )()( ji ByJjAxIi   

                                        )( ji ByAxJjIi    

                                               )(),( ji BAxJIji    

                                               ji
JIji

BAyx 
),(

),(   

 

(ii)  )()(),( j
Jj

i
Ii

BAyx

 )()( j

Jj
i

Ii
ByAx


  

                                        )()( ji ByjAxIi   

                                        )( ji ByAxJjIi   

                                               )),((),( ji BAyxJIji   

                                         ji
JIji

BAyx 
),(

),(    

Hay muchos teoremas sobre intersecciones y uniones. Algunos se incluirán en 

los siguientes ejercicios. 

 

EJERCICIOS 4.1 

 
1. (i)  Si definimos (x, y) = 1,1, x,2,2, y, demuestre 

                                             (x, y) = (z, w)   x = z  y = w 

y por lo tanto toda función de  1, 2 en x, y se puede considerar como 

pareja. 

    

   (ii) Recíprocamente toda pareja (x, y) se puede considerar como una función 

de 1, 2  en x, y, simplemente definimos  

                                                (x, y) 1 = x ,    (x, y) 2 = y .               
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2. Encontrar A y A siendo A el conjunto 

 

i)   R/ x, xx   

 

ii)     0-R/ x,  xx  

 

iii)   Zxx  / x1,  

 

iv)   Zxx  / x1,  

 

v) 
















N

n
n/ 2,

1  

 

3.  Sea   ksenxyRyxAk  /, 2  

 

a) 
Rk

kA


= 

b) 
Rk

kA


= 

c) Dibuje las gráficas cartesianas de sus respuestas para a) y b). 

 

 

4.     AAA   

 

5. A  B     B   A    A   B 
 

6. (i) )( j
Jj

BA


  = )( j
Jj

BA


        (iii) )( j
Jj

BA


  = )( j
Jj

BA


  

    (ii) )( j
Jj

BA


  = )( j
Jj

BA


      (iv) )( j
Jj

BA


  = )( j
Jj

BA


  

 

Por la conmutatividad de   y de  , hay otras proposiciones similares a las 

cuatro anteriores. Así a (i) le corresponde : BAi
Ii




)(  = )( BAi
Ii




 . 

Similar observación para los otros ejercicios sobre familias.  

 

7. (i) )( i
i

AB  = i
i

AB        (iii) )( BAi
i

 = BAi
i

)(  

    (ii) )( i
i

AB  = i
i

AB       (iv) )( BAi
Ii




 = BAi
Ii




)(  
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8. (i) )( j
Jj

BA


  = )( j
Jj

BA


        (ii) BAi
Ii




)( = )( BAi
Ii




  

     (iii)  )( j
Jj

BA


  = )( j
Jj

BA


     (iv) BAi
Ii




)( = )( BAi
Ii




  

 

No siempre visualizaremos a los 

productos cartesianos como 

rectángulos. A veces   resulta útil 

verlos en 3 dimensiones (Véase 

Ejercicio 2.2(20). Imaginemos al 

conjunto A como una figura plana 

colocada perpendicularmente al 

plano de esta hoja.  

 

 

 

 

Imaginemos al conjunto B  como un segmento de recta que descansa 

perpendicularmente  a A (Fig. 39). 

 

 
 

BA  lo podemos ver como el sólido que tiene a A como base y de altura 

a B (Fig. 40). 

 

Visualicemos por ejemplo al ejercicio 12 (ii) (Fig. 41) 

 

9. (Propiedades Asociativas) 

 

(i) i
Ii

A

Kk
k




  = i

IiKk

A
k

  

(ii) i
Ii

A

Kk
k




  = i

IiKk

A
k

  

(iii)  i
JIi

A


  = )()( j
Jj

i
Ii

AA


   

(iv) i
JIi

A


  = )()( j
Jj

i
Ii

AA
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10. (i) j
Jj

i
Ii

BA


   = )( ji
JjIi

BA 


 = )( ji
IiJj

BA 


  

      (ii) j
Jj

i
Ii

BA


   =  )( ji
JjIi

BA 


  =  )( ji
IiJj

BA 


  

      (iii)  j
Jj

i
Ii

BA


   = )(
),(

ji
JIji

BA 


  

      (iv) j
Jj

i
Ii

BA


   = )(
),(

ji
JIji

BA 


  

 

 11. (i) P i
Ii

A


  = 
Ii

 P iA   

        (ii)  P i
Ii

A


  = 
Ii

 P iA  

 

12. (i) )()( i
Ii

i
Ii

BA


  = )( ii
Ii

BA 


    

       (ii) )()( i
Ii

i
Ii

BA


  = )( ii
Ii

BA 


  

13.  Sea    NnnA   una familia,  S 0  = ,    S k   =
K

n

nA
1

 

               (1)  )(
1

1

1













n

nn

n

n SAA  

           (2)   Los 1 nn SA son mutuamente disjuntos 

 

            SUGERENCIA : 

  

     a)   i) Considere 4321 ,,, AAAA  y represéntelos en un diagrama. 

           ii)    Exhiba 4321 ,,, SSSS  
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           iii)    Haga un diagrama para cada uno de los conjuntos          

                  

34231201 ,,, SASASASA   

 

iv) Considere el diagrama de  

(a) 
4

1n

nA  

(b) )(
4

1

1



n

nn SA  

 

v) Compare los resultados obtenidos en (iv) y saque una  conclusión. 

 

vi) Con base en los diagramas de (iii), qué puede decir de las 

siguientes intersecciones: 

 

    
 

(b) )(
1

1

1













n

nn

n

n SAA  

i) Escriba en lenguaje lógico y de la teoría de conjuntos el 

significado de esta proposición. 

ii) Pase al ELD cada una de las implicaciones involucradas en 

lo escrito en (i). 

iii) Desarrolle cada ELD. 

 

(c) Los 1 nn SA son mutuamente disjuntos. 

i)         Escriba esta afirmación en lenguaje estrictamente de la 

teoría de conjuntos. 

ii) Pase lo escrito en (i) al lenguaje lógico. 

iii) Demuestre por contradicción (RAA) lo planteado por (ii) 

 

14.  (i) ?),( yx                                     (ii) ?),( yx  

       (iii) ?),( yx                               (iv) ?),( yx   

       (v) ?),( yx   
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15. Sea  F  una colección de funciones (relaciones funcionales). 

i)      F  es una función 

     ii)         F  no es necesariamente una función (véase 6.21(i)). 

 

 

ACTIVIDAD PRACTICA – PROCESO   IMITATIVO 

 
1.                                                  ELD 

                             Demostrar (x, y) = (z, w)   x = z  y = w 

 

     (1)  (x, y) = 1,1, x,2,2, y                                           P                            

 (2)                                  (x, y) = (z, w)                                                    P                         

     (3)                (z, w) = 1,1, z,2,2, w                    z/x,w/y 1 

     (4)  1,1,x,2,2,y=1,1,z,2,2, w       I 1,2,3 

      

     (5)     1,1, x=1,1, z2,2, y=2,2, w 

                                                     

               1,1,x=2,2,w2,2,y=1,1,z                  4              

       

     (6)     1,1, x= 2,2, w2,2, y=1,1, z              P                   

     (7)                                      1 = 2                                                               6 

     (8)    (1,1,x=2,2,w2,2,y=1,1,z)   RAA 6, 7 

     (9)    1,1,x=1,1,z2,2,y=2,2,w            TP 5,8      

     (10)                                 x = z  y = w                                                     9 

 1 (11)  (x, y) = (z, w)  x = z  y = w                                              CP 2,10                                  

   )(12)                                x = z  y = w                                                     P 

     (13)                                (x, y) = (z, w)                                                   12 

    2 (14)   x = z  y = w   (x,  y) = (z,  w)                                             12,13    

 (15)  (x, y) = (z, w)  x = z   y  =  w                                              LB 11,1      

 

  Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

 
  Vamos a demostrar que (x, y) = (z, w)   x = z  y = w 

 

   ) (2)Sea (x, y) = (z, w). (3)(4)Según la definición de par ordenado que se da    

   en la hipótesis, se tiene que  

 

                  1,1, x,2,2, y=1,1, z,2,2, w. 
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(5) De donde se deriva la siguiente disjunción : 

 

1,1, x=1,1, z2,2, y=2,2, w     (1) 

ó 

 1,1, x= 2,2, w2,2, y=1,1, z.   (2) 

 

(6)(7)Si tomamos la alternativa  (2), se tendría que  1 = 2; (8)(9)lo que 

evidentemente es una contradicción; (10)(11)teniéndose en consecuencia  la 

alternativa (1), es decir,  x = z  y  y = w .   

 

 ) (12)Supongamos ahora que x = z  y = w.  

    (13) (14)Es evidente que (x, y) = (z, w).(15)Por lo tanto hemos demostrado que   

   (x, y) = (z, w)   x = z  y = w. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que (x, y) = (z, w)   x = z  y = w 

 

) Sea (x, y) = (z, w). Según la definición de par ordenado que se da en la 

hipótesis, 1,1, x,2,2, y=1,1, z,2,2, w. De 

donde se deriva la siguiente disjunción : 

 

1,1, x=1,1, z2,2, y=2,2, w     (1) 

ó 

 1,1, x= 2,2, w2,2, y=1,1, z.   (2) 

 

Si tomamos la alternativa  (2), se tendría que  1 = 2; lo que evidentemente es 

una contradicción; teniéndose en consecuencia la alternativa (1), es decir,  

 x = z  y  y = w .   

 

 ) Supongamos ahora que x = z  y = w. Es evidente que (x, y) = (z, w). 

Por lo tanto hemos demostrado que (x, y) = (z, w)   x = z  y = w. 

 

2. Encontrar A y A siendo A el conjunto  

 

(a)  A =   R/ x, xx .   A=    0, 


xx
Rx

 . 

 

Si existiera otro t 0  tal que  xxt
Rx

,0 


 , entonces  xxt ,0   para 

todo Rx . O sea Rxxtx  0 ;lo que implica que .00 t   
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A =  xx
Rx

,


 = R 

    

  t A    xxtRx ,:   (4.1(ii)) 
                    txx  :  

                 Rt           
      

(b)   A =     0-R/ x,  xx .   A=    0, 


xx
Rx

 ,   

 
A=  xx

Rx

,


 = R 

 

(c) A =   Zxx  / x1, .      A =   


1, xx
Zx

 ,     

 
A=   Rxx

Zx




1,    

 

(d)   A =   Zxx  / x1,        A =   


1, xx
Zx

   

A=    Rxx
Zx




1,  

 

 

 
 

 

3.  Sea   ksenxyRyxAk  /, 2  

 

d) 
Rk

kA


=     
Rk

ZnnZnn


  /),0(/)0,(   
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e) 
Rk

kA


=        RnnRnn  )12(,22,)12(  

 

f) Dibuje las gráficas cartesianas de sus respuestas para a) y b). 
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4.     AAA            

    

                         ELD    

     Demostrar    AA    (1) 

Traducción     AxAx   

 

 

  AxAx    A A  4.1 

           Ax      

 

 

                             ELD                                      

    Demostrar   AA     (2)  

Traducción     AxAx                 

 

 

  AxAx    AAap ..   4.1 

                  Ax  

 

 

De (1) y (2)       AAA  . 

 

5. A  B     B   A    A   B 
     

(1)          ELD 
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                        Demostrar B   A 
              Traducción x B  x A 

           (1)     A  B                                           P 

            (2)                     x B                               P   
       (3)                     BBx , B                    I trad.2,4.1 

           (4)                    AAx , A                      1, A/B 3 

           (5)                       xA                            I 4,4.1 

           (6) x B  x A                             CP 2,5   

       (7) B   A                                   I trad.6,1.3  

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que B   A  si  A  B . 

(2)Sea x B. (3) Entonces  BBx , B  (4.1). (4)Como A  B , 

especificando A para B se cumple que   AAx , A. (5)Es decir xA 

(4.1) (6)(7) y por lo tanto  B   A. 
 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que B   A  si  A  B . 

Sea x B.  Entonces  BBx , B  (4.1).Como A  B , especificando 

A para B se cumple que   AAx , A. Es decir xA (4.1) y por lo tanto 

B   A. 
 

(2)           ELD 

                        Demostrar  A  B 

              Traducción x A  x B 

           (1)     A  B                                           P 

            (2)                     x A                                      P                 
       (3)                    Ax  p.a. AA                 I trad.2,4.1(ii) 

           (4)                   Ax  p.a. AB                     1,  3 
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           (5)                   Bx  p.a. BB                     B/A 4                 
           (6)                      x B                          I 5,4.1(ii)    
        (7)   x A  x B                            CP 2,6         

      (8) A   B                                    I trad.7,1.3  

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que A  B  si A  B. 
(2)Sea x A. (3) Entonces Ax  para algún  AA (4.1(ii)). 

(4)Como A  B  , Ax  para algún  AB . (5)Especificando B para A , 

entonces tenemos que Bx  para algún BB; (6)(7)(8)es decir x B. 
 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que A  B  si A  B. 
Sea x A. Entonces Ax  para algún  AA (4.1(ii)). 

Como A  B , entonces Ax  para algún  AB . Especificando B  para 

A , entonces tenemos que Bx  para algún BB; es decir x B. 
 

6. (i) )( j
Jj

BA


  = )( j
Jj

BA


     

          

         )( j
Jj

BAx


  )( j
Jj

BxAx


   

                                    jBxAx   p.a. Jj  

                                    )( jBAxJj   

                                    )( j
Jj

BAx 


  

  

      (ii) )( j
Jj

BA


  = )( j
Jj

BA


    

          
          )( j

Jj

BAx


  j
Jj

BxAx


   

                              JjBxAx j  ,   

                              )( jBxAxJj      
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                              )( jBAxJj    

                              )( j
Jj

BAx 


          

 

    (iii) )( j
Jj

BA


  = )( j
Jj

BA


  

         )( j
Jj

BAx


  )( j
Jj

BxAx


   

                             JjBxAx j   

                             )( jBxAxJj   

                             )( jBAxJj   

                             )( j
Jj

BAx 


    

 

(iv) )( j
Jj

BA


  = )( j
Jj

BA


  

      
     )( j

Jj

BAx


  )( j
Jj

BxAx


   

                         japBxAx j ..   

                         )( jBxAxJj   

                         )( jBAxJj   

                         )( j
Jj

BAx 


  

 

7. (i) )( i
i

AB  = i
i

AB        

    

    )( i
i

ABx  iABx i  

                           )( iAxBxi   

                           )( iAxBxi   

                           i
i

AxBx    

                           )(  i
i

AxBx          4.4 (ii) 

                           )( i
i

AxBx   

                           i
i

ABx   

 

     (ii) )( i
i

AB  = i
i

AB      
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           )( i
i

ABx  iapABx i ..  

                                  )..( iapAxBx i  

                                  )( iAxiBx   

                                  i
i

AxBx   

                                  i
i

ABx   

     

  (iii) )( BAi
i

 = BAi
i

)(  

         

        )( BAx i
i

 )( BAxi i   

                               )( BxAxi i    

                               BxAxi i  )(     

                               BxAx i
i

      

                               BAx i
i

 )(         

 

   (iv) )( BAi
Ii




 = BAi
Ii




)(  

        

         )( BAx i
Ii




 )( BAxIi i   

                                 BxAxIi i  )(  

                                 BxAx i
i

   

                                 BAx i
i

   

 

8. (i) )( j
Jj

BA


  = )( j
Jj

BA


      

         

        )(),( j
Jj

BAyx


  j
Jj

ByAx


   

                                        )( jByJjAx   

                                        )( jByAxJj   

                                        )),(( jBAyxJj   

                                         )(),( j
Jj

BAyx 
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  (ii) BAi
Ii




)( = )( BAi
Ii




  

          

          BAyx i
Ii




)(),(  ByAx i
Ii




  

                                        ByIiAx i   

                                        )( ByAxIi i    

                                        )(),( BAyx i
Ii




     

  

    (iii)  )( j
Jj

BA


  = )( j
Jj

BA


   

        

      )(),( j
Jj

BAyx


     )( j
Jj

ByAx


   

                                         )( jByJjAx   

                                         )( jByAxJj    

                                         )),(( jBAyxJj   

                                         )),(( jBAyxJj    

                                          )),( j
Jj

BAyx 


     

 

(iv)   BAi
Ii




)( = )( BAi
Ii




  

         

        BAyx i
Ii




)(),(  ByAx i
Ii




  

                                      ByAxIi i  ):(  

                                      )( ByAxIi i   

                                      )),(( BAyxIi i   

                                      )(),( BAyx i
Ii




  

 

9. (Propiedades Asociativas) 

 

(iii)  i
JIi

A


  = )()( j
Jj

i
Ii

AA


   

   

    i
JIi

Ax


  JIiAx i   

                      )( JiIiiAx i     

                      JiAxIiAx ii   
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                      j
Jj

i
Ii

AxAx


    

                      j
Jj

i
Ii

AAx


   

 

(iv) i
JIi

A


  = )()( j
Jj

i
Ii

AA


   

     i
JIi

Ax


   iAxJIi  :  

                        ))(( iAxJiIi   

                        )()( ji AxJjAxIi   

                        j
Jj

i
Ii

AxAx


   

                        j
Jj

i
Ii

AAx


   

 

10. (i) j
Jj

i
Ii

BA


   = )( ji
JjIi

BA 


 = )( ji
IiJj

BA 


  

     

     j
Jj

i
Ii

BAx


  j
Jj

i
Ii

BxAx


   

                               )()( 


j
Jj

i BxAxIi   

                               j
Jj

i BxAxIi 


)(              4.4(ii) 

                               JjBxAxIi ji  )(  

                               )( ji BAxJjIi   

                               )(: ji
Jj

BAxIi 


  

                               )( ji
JjIi

BAx 


  

 

)( ji
JjIi

BAx 


 )(: ji
Jj

BAxIi 


  

                              )( ji BAxJjIi   

                               )( ji BAxIiJj   

                               ))(( ji
Ii

BAxJj 


  

                               )( ji
IiJj

BAx 


  

 

(ii) j
Jj

i
Ii

BA


   =  )( ji
JjIi

BA 


  =  )( ji
IiJj

BA 
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        j
Jj

i
Ii

BAx


  j
Jj

i
Ii

BxAx


   

                                  )( 


j
Jj

i BxAxIi     

                                  j
Jj

i BxAxIi 


            4.4 (i) 

                                  )()( ji BxJjAxIi      

                                  )( ji BxAxJjIi   

                                  )( ji BAxJjIi   

                                  )( ji
Jj

BAxIi 


  

                                  )( ji
JjIi

BAx 


  

 

   )( ji
JjIi

BAx 


 ))(( ji
Jj

BAxIi 


  

                                  )( ji BAxJjIi   

                                  )( ji BAxIiJj   

                                  ))(( ji
Ii

BAxJj 


  

                                  ))( ji
IiJj

BAx 


  

    

(iii)  j
Jj

i
Ii

BA


   = )(
),(

ji
JIji

BA 


  

 

               j
Jj

i
Ii

BAx


  j
Jj

i
Ii

BxAx


   

                                          )()( 


j
Jj

i BxAxIi   

                                          )( j
Jj

i BxAxIi 


                   4.4(i) 

                                          ji BxJjAxIi  ::  

                                          )( ji BxAxJjIi   

                                          )( ji BAxJjIi   

                                          )(),( ji BAxJIji   

                                          )(
),(

ji
JIji

BAx 


  

 

 

 (iv) j
Jj

i
Ii

BA


   = )(
),(

ji
JIji

BA 
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               j
Jj

i
Ii

BAx


  j
Jj

i
Ii

BxAx


   

                                         )( 


j
Jj

i
Ii

BxAx   

                                         j
Jj

i
Ii

BxAx 


            4.4 (ii)   

                                         )()( ji BxJjAxIi   

                                         )( ji BxAxJjIi   

                                         )( ji BxAxJjIi      

                                         )(),( ji BAxJIji   

                                         )(
),(

ji
JIji

BAx 


      

 

  11. (i) P i
Ii

A


  = 
Ii

 P iA   

 
                   XP i

Ii

A


    X i
Ii

A


    

                                       X iAi   

                                       X P ( iA ) i   

                                       X
Ii

  P ( iA )   

  (ii)  P i
Ii

A


  = 
Ii

 P iA  

                  
                    XP i

Ii

A


     X i
Ii

A


    

                                         Ii (X iA ) 

                                         Ii (X  P ( iA ))  

                                         X
Ii

  P ( iA )   

 

12. (i) )()( i
Ii

i
Ii

BA


  = )( ii
Ii

BA 


    

 

      )()(),( i
Ii

i
Ii

BAyx


  i
Ii

i
Ii

ByAx


   

                                            ii ByIiAxIi  ::  

                                            )( ii ByAxIi   

                                            )),(( ii BAyxIi   

                                            )(),(
),(

ii
JIji

BAyx 
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      (ii) )()( i
Ii

i
Ii

BA


  = )( ii
Ii

BA 


  

 

           )()(),( i
Ii

i
Ii

BAyx


  i
Ii

i
Ii

ByAx


   

                                      ii ByIiAxIi  ::  

                                      )( ii ByAxIi   

                                      )),(( ii BAyxIi   

                                      )(),(
),(

ii
JIji

BAyx 


  

13.  Sea    NnnA   una familia,  S 0  = ,    S k   =
K

n

nA
1

 

 

         

(1)  )(
1

1

1













n

nn

n

n SAA  

 (2)   Los 1 nn SA son mutuamente   

       disjuntos 
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(v) 

    
 

 

 

(d)                         ELD 

                  Demostrar )(
1

1

1













n

nn

n

n SAA  

            Traducción )(
1

1

1













n

nn

n

n SAxAx  

 )(1)                )(
1

1





n

nn SAx                           P 

      (2)                1: 

  nn SAxZn                         trad.1, 4.1(ii) 

      (3)               1: 

  nn SxAxZn                             2 

      (4)                        nAxZn   :                                    S 3 

      (5)                       





1n

nAx                              trad.4,4.1(ii)  

  1 (6) )(
1

1





n

nn SAx   





1n

nAx                                CP 1,5 
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      (7)                       





1n

nAx                                      P 

      (8)                      nAxZn   :                                trad.7, 4.1(ii)  

      (9)            1211 ...   nn AAASx                            P  

      (10)              nAxZn   :  1 nSx                          A 8,9 

      (11)               )( 1

  nn SAxZn                       traducción 10 

      (12)              )( 1
1







 nn
n

SAx                                  trad.11, 4.1(ii) 

  2 (13) 





1n

nAx  )( 1
1







 nn
n

SAx                                  CP 7,12     

       (14)   )(
1

1

1













n

nn

n

n SAxAx                       LB 6,13     

    (15)  )(
1

1

1













n

nn

n

n SAA                            traducción 14                  

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que )(
1

1

1













n

nn

n

n SAA . 

(1)Sea )(
1

1





n

nn SAx .  

(2)Entonces 1 nn SAx  para algún Zn  (4.1(ii)). (3)De donde nAx  y 

1 nSx . (4)En particular nAx  para algún Zn . (5) (6)Luego 





1n

nAx  y 

se tiene la implicación  

                                     )(
1

1





n

nn SAx   





1n

nAx          (*) 

(7)Sea ahora 





1n

nAx . (8)Entonces existe un :Zn nAx  (4.1(ii)). (9)Por 

construcción de kS  es claro que 1211 ...   nn AAASx  (10) y  

nAx  1 nSx para algún Zn . (11)De donde  1 nn SAx   para algún 

Zn   (12)es decir  )( 1
1







 nn
n

SAx  (4.1(ii)). (13)Por lo tanto 

                                        





1n

nAx  )( 1
1







 nn
n

SAx               (**) 
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(14)De (*) y (**) se tiene la equivalencia )(
1

1

1













n

nn

n

n SAxAx  (15)o 

sea )(
1

1

1













n

nn

n

n SAA , que era lo que queríamos demostrar. 

 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

 

Vamos a demostrar que )(
1

1

1













n

nn

n

n SAA . 

Sea )(
1

1





n

nn SAx . Entonces 1 nn SAx  para algún Zn (4.1(ii)). De 

donde nAx  y 1 nSx . En particular nAx  para algún Zn . 

Luego 





1n

nAx  y se tiene la implicación  

                                     )(
1

1





n

nn SAx   





1n

nAx          (*) 

Sea ahora 





1n

nAx . Entonces existe un :Zn nAx  (4.1(ii)). Por 

construcción de kS  es claro que 1211 ...   nn AAASx   y  

nAx  1 nSx para algún Zn . De donde  1 nn SAx   para algún 

Zn   es decir  )( 1
1







 nn
n

SAx  (4.1(ii)). Por lo tanto 

                                        





1n

nAx  )( 1
1







 nn
n

SAx               (**) 

De (*) y (**) se tiene la equivalencia )(
1

1

1













n

nn

n

n SAxAx  o sea 

)(
1

1

1













n

nn

n

n SAA , que era lo que queríamos demostrar.  

 

Los 1 nn SA son mutuamente disjuntos. 

 

c)     )()( 211 nnnn SASA  
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                                                   ELD 

                     Demostrar    )()( 211 nnnn SASA           

                                                  Por RAA 

            (1)                 )()( 211 nnnn SASA                              P 

            (2)              )()( 211   nnnn SASAx                        I 1,1.6(ii) 

            (3)              )()( 211 
 nnnn SASAx                              2 

            (4)                211 
 nnnn SSAAx                                  3 

            (5)              )( 211
  nnnn SSAAx                           4, 4.4(ii) 

            (6)                      121   nnn SSS                                            P 

            (7)                  )( 11
  nnn SAAx                                     I 5,6 

            (8)                  11   nnn SxAAx                                      7  

            (9)                1211 ...   nn AAAS                                   P 

           (10)      )...( 1211   nnn AAAxAAx                  I 8,9 

            (11)  1211 ...   nnn AxAxAxAxAx   10,4.4(ii) 

           (12)                           11   nn AxAx                                    S 11 

           (13)   )()( 211 nnnn SASA                                        RAA 1,12  

         (14)  Los 1 nn SA son mutuamente disjuntos                 traducción 13 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que Los 1 nn SA son mutuamente disjuntos,  es decir que 

  )()( 211 nnnn SASA .  

(1)Supongamos lo contrario, esto es,   )()( 211 nnnn SASA . (2)Esto 

implica que existe x tal que )()( 211   nnnn SASAx  (3)y 

)()( 211 
 nnnn SASAx  (4)o sea 211 

 nnnn SSAAx . (5)Como 

)( 21
  nn SS = 21 


nn SS , entonces )( 211

  nnnn SSAAx . 

 (6)Como 121   nnn SSS , entonces   (7) )( 11
  nnn SAAx  (8) o sea    

11   nnn SxAAx . 

 (9) Por construcción de kS ,tenemos 1211 ...   nn AAAS  . (10) Luego  

)...( 1211   nnn AAAxAAx , 

 (11) es decir 1211 ...   nnn AxAxAxAxAx ; (12) de donde 

11   nn AxAx  que es un absurdo, (13) luego 

  )()( 211 nnnn SASA , (14) demostrándose que los 1 nn SA son 

mutuamente disjuntos .  
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Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que los 1 nn SA son mutuamente disjuntos  es decir que 

  )()( 211 nnnn SASA .  

 

Supongamos lo contrario: 

                                                   )()( 211 nnnn SASA .  

Entonces existe x tal que 

                                                 )()( 211   nnnn SASAx      (1.6i); 

o sea 

                                                 )()( 211 
 nnnn SASAx  

 o también  

                                                     211 
 nnnn SSAAx .  

 

Como                                   

                                                  )( 21
  nn SS = 21 


nn SS ,  

entonces 

                                                  )( 211
  nnnn SSAAx . 

Como  

                                                    121   nnn SSS ,   

entonces 

                                              )( 11
  nnn SAAx    

o sea    

                                             11   nnn SxAAx .  

 Por construcción de kS ,  

                                            1211 ...   nn AAAS  .   

 

Luego  

                                  )...( 1211   nnn AAAxAAx . 

Es decir  

                            1211 ...   nnn AxAxAxAxAx ;   

de donde 

                                        11   nn AxAx , que es un absurdo;  

luego  

                                              )()( 211 nnnn SASA ,   

 

demostrándose que los 1 nn SA son mutuamente disjuntos .  
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  14.  (i) ?),( yx       

 

             ),( yx =   1,1,x,2, 2,y 

                        =  1,1,x 2, 2,y 

                        =  1,2,1,x, 2,y 

    

       (ii) ?),( yx          ),( yx =  1,1,x,2,2,y 

                                                             = 1,1,x 2,2,y      

                                                             =   

                                             

     (iii) ?),( yx           

            

            ),( yx =     

 

             

     (iv)  ?),( yx   

 

             ),( yx  =    

 

      (v)  ?),( yx   

 

             ),( yx =  1,2,1,x, 2,y 

                           = 1 2 1,x  2,y =     

          

 

2.  IMÁGENES  Y   FAMILIAS 
 
La proposición 3.19 tiene una importante generalización : 
 

4.7 Proposición :  Sea f una función : 

 

(i) i
Ii

Af




  i
Ii

Af




                           (ii) i
Ii

Af




  = i
Ii

Af




  

(iii) i
Ii

Af




 = i
Ii

Af




                          (iv) i
Ii

Af




  = i
Ii

Af




  

 

Demostración : 

 

(i) i
Ii

Afy




  i
Ii

Axúnaparaxfy


 lg)(  
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                      ii AtodoparaAxquetalxúnaparaxfy  lg)(  

                      ii AtodoparaAfy


  

                      .i
Ii

Afy




   

 

 (ii)  i
Ii

Afy




    )(: xfyAx i
Ii




                     3.15 

                            )(:.. xfyIiapAx i   

                            IiapAfy i 


..    

                            i
Ii

Afy




   

 

(iii)  i
Ii

Afx




    i
Ii

Axf


 )(                     3.15 

                           IiAxf i  )(  

                           IiAfx i 


   

                           i
Ii

Afx




   

(iv)  i
Ii

Afx




    i
Ii

Axf


 )(                     3.15 

                            IiapAxf i  ..)(  

                            IiapAfx i 


..    

                            i
Ii

Afx




   

Como se ve, la función 


f  se comporta mejor que 


f . Esto tiene repercusiones 

importantes en el estudio de las funciones continuas. 

 

 

EJERCICIO 4.2 
 

1. De un ejemplo para  f  y para  
IiiA


 de tal manera que i

Ii

Af




  i
Ii

Af




 . 

      f  = (1, a), (4,e ), (2, c), (3, d ), (5, d), (6, c), (7, d)   

 

 4,3,2,11 A                       edcaAf ,,,1 
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 6,5,3,22 A                    dcAf ,2 


 

 7,6,33 A                        dcAf ,3 


 

 

 3321

3

1




AAAAi
i

                 dcAfAfAf ,321 


 

   dfAf i
i








3
3

1

             dcAf i
i

,
3

1






     i
i

Af
3

1



    i
i

Af




3

1

  

 

3. PRODUCTO GENERALIZADO 
 

Hemos definido 21 AA  . Pudiéramos definir fácilmente también 321 AAA   

que sería el conjunto de todas las triplas (véase 3.1) ),,( 321 xxx  tales que 

332211 ,, AxAxAx  . Podemos continuar así definiendo 

,4321 AAAA    . . . etc. En un siguiente paso definiríamos 

.......321  nAAAA  que sería el conjunto de todas las sucesiones 

infinitas )..,,...,,( 21 nxxx tales que nn Ax   para cada n. Obsérvese que 

en este último paso se cambió la naturaleza de los elementos que forman los 

productos. De parejas, triplas, . . . , n-plas, . . .  se pasó a sucesiones que son 

un cierto tipo de funciones (Véase Ejemplo 2 al principio de este capítulo ). 

Esta última idea, la de que los elementos de un producto sean unas ciertas 

funciones, la usaremos para generalizar el concepto de producto.  

 

4.8 Definición  :   Sea IiiA )(  una familia. 

 

                                     i
Ii

AX


=  )(:/ ii
Ii

AfiIiAIff 


  

 

. i
Ii

AX


 se llama el producto de los conjuntos A i . (Otra notación para i
Ii

AX


 es 


Ii

iA


) 

Caracterización de los elementos del producto generalizado: 

 




i
Ii
AXf )(: ii

Ii

AfiIiAIf 


  

 

Es importante tener en cuenta que los elementos del producto generalizado 

son funciones.  
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Ejemplo :   Sea A 1 = a, b, A 2 = c, d.  

 

                    21 AA   = (a , c ), (a , d ), (b , c ), (b , d )  

 

   dcbaf ,,,2,1:1   

       a1  

       c2  

 

 

   dcbaf ,,,2,1:2   

         a1  

         d2  

 

 

   dcbaf ,,,2,1:3   

         b1  

         c2  

 

 

   dcbaf ,,,2,1:4   

         b1  

         d2  

 

  

Entonces   4321 ,,, ffffAX i
Ii




. Podemos construir la siguiente biyección  

entre  i
Ii

AX


  y 21 AA  : 

                                        i
Ii

AX


     21 AA   

                                            ),(1 caf   

                                            ),(2 daf   

                                            ),(3 cbf   

                                            ),(4 dbf   

 

Entonces se entenderá fácilmente que
 

 i
i

AX
2,1

  es el conjunto de las cuatro 

funciones : 

 
Conjunto que es diferente de 21 AA   pero con el cual se puede identificar 

(Ejercicio 4.3 (1)).  

 

En general, veamos que el conjunto nAAA  ...21  se puede identificar con 

el conjunto  i
Ii

AX


:      

 

                      nAAA  ...21  =   niAaaaa iin ,...,2,1/),...,,( 21    
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Cada n-étupla se puede ver como una función: 

  

         ),...,,( 21 naaa  =  i
Ii

AIf


 :  

                                             111 Aa   

                                             222 Aa   

                                                

                                                

                                                

                                              nn Aan   

 

Así que el conjunto nAAA  ...21  se puede indentificar con el conjunto  

 

                            i
Ii

AX


= )(:/ ii
Ii

AfiIiAIff 


 .                                                  

Cuando I = 1, 2, . . . , n , se acostumbra a escribir también i

n

i
AX

1
 en lugar de 

i
Ii

AX


 o si se quiere ....321 nAAAA   Cuando I = N, se acostumbra a 

escribir también i
i

AX


1
 en lugar de i

Ni
AX


. 

 

Muy frecuentemente se tiene que todos los iA  son iguales, iA = A para todo i 

y entonces escribimos IA  en lugar de i

n

i
AX

1
; como en 2A , siendo 2 = 0,1, 

AAA  10 . O más general : 

 

4.9 Definición :    BAffB A :/  

 

4.10 Proposición : Existe una biyección entre  PA  y  A2 . 

 

Demostración :    Antes de la demostración es útil que el lector vea el 

ejercicio 4.3 (6). Sea  a : PA     A2  tal que a : B  Bf   para cada BA 

y siendo Bf la función característica de B en A (Véase 3.8) Bf  A2  por 3.9. 

 (i) a es inyectiva : Si 21 BB  , existe 21, BxBx  (o al contrario).  

 

 (iii) a es sobreyectiva : si f A2 , sea  1/  fxAxxB f  o sea  .1


f  
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En lugar de usar la letra f para denotar a los elementos de un producto i

n

i
AX

1
 es 

más frecuente usar una letra como  a o más bien Iiia )(  de acuerdo con la 

notación introducida en este capítulo. 

 

4.11 Definición  :  Sea IiiA )(  una familia, para cada kI la k-ésima 

proyección de i
Ii

AX


es la función 

                                           :kp i
Ii

AX


kA  tal que kp Iiia )( = ka  

 (Véase 2.12 y 3.18). 

 

4.12 Proyección :  Sea kp  la k-ésima proyección de i
Ii

AX


  y  IiiB )(  una 

familia tal que para cada Ii , ii AB  , entonces    

                                                           i
Ii

AX


= kk
Ik

Bp




 . 

 

Demostración : Ejercicio. 

 

 
EJERCICIO 4.3 

1. Encuentre una biyección entre 


2

1i

iA  y  21xAA  (con la definición 2.6).                        

2. ?B ?A  
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3.   ABB A  

 

4. Si A tiene m elementos  y B tiene n elementos (m y n naturales) ¿Cuantos  

elementos  

      tiene B A ? 

 

5. AA BBBB 2121   

 

6. Siendo A={a, b, c} encuentre P(A) y  2 A . 

 

7. Siendo cada I

i
Ii

i BAXBA 


,  

 

8. i
Ii

i
Ii

ii BXAXBAIi


 )(  

 

9. 4,12 

 

10    k
Ii

ki
Ii

AXpAX 





   

 

 11. Para cada ApXAAXA i
Ii

i
Ii




 ,  

 (Todo sólido se puede meter ajustadamente en una caja rectangular) 

12.  )( ii
Ii

i
Ii

i
Ii

BAXBXAX 
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     El conjunto  21 AA   lo hemos venido visualizando como un rectángulo, 

321 AAA    lo podemos visualizar como un paralelepípedo. El modo como 

definimos producto en este capítulo sugiere otra manera de visualizar el 

concepto. Pensemos en el conjunto I de índices como un segmento de recta, el 

cual lo colocamos horizontalmente.  Sobre cada iI colocamos verticalmente 

el correspondiente iA , el cual también lo visualizamos como un segmento de 

recta. Nos resulta una colección de segmentos verticales contiguos que nos 

representa a i
Ii

AX


 y  encerrados dentro del rectángulo  i
Ii

AI


   (Fig. 43).   

Más precisamente cada f i
Ii

AX


 lo podemos ver como una curva que sobre 

cada i corta a iA . 

 

Visualicemos el ejercicio 12 (Fig. 44). 

 

Un f que esté tanto en i
i

AX  como en i
i

BX  corta a cada iA  iB . 

13.    (i)  )(
),(

ji
xJIji

j
Jj

i
Ii

BAXBXAX 


 

         (ii)  )(
),(

ji
xJIji

j
Jj

i
Ii

BAXBXAX 


 

14.     (i)    ABB )( 21

AA BB 21   

          (ii)  AAA BBBB )( 2121   

         (iii) AAA BBBB 2121 )(   
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15.  Encuentre una biyección CBA     y  CB AA    sabiendo que CB . 

16 BABA AB   

 

17. Quisieramos demostrar que si cada iA   , toda k-ésima proyección 

:kp i
Ii

AX


kA  es tal que 


kp i

n

i
AX

1
= kA . Esto en realidad  requiere el 

axioma de elección.   

 

ACTIVIDAD  PRÁCTICA –PROCESO IMITATIVO 
 

2. ?B ?A     

 BAffB A :/  

     BffB :/  

  AffA :/ =   

3.   ABB A  

                                                     ELD 

                                    Demostrar  B =    A     

                                                   Por RAA 

                           (1)                    AB                          P 

                           (2)            ( B =    A    )                P  

                           (3)                AB                    DL 2 

                           (4)                    A =                              S 3      

                           (5)                    B             Ejercicio 4.3 (2)   

                       (6)                 AB                      I 4, 5       

                           (7)                  AB                       6      

                       (8)            AB  AB          A 1,7  

                       (9)  B =    A                       RAA 2,8                  

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que  B =    A    , teniendo como hipótesis AB . 

(2)Supongamos lo contrario, es decir   AyB . (3)En particular  A =  . 

(4)De esto se desprende que  AB (Ejercicio 4.3(2)). (5) (6) Es decir que 

AB . (7) (8)Pero esto contradice la hipótesis de que AB . (9)Por lo 

tanto, B =    A    .  
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Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que  B =    A    , teniendo como hipótesis AB . 

Supongamos lo contrario, es decir   AyB . En particular  A =  . De 

esto se desprende que  AB (Ejercicio 4.3(2)).  Es decir que AB . Pero 

esto contradice la hipótesis de que AB .  

Por lo tanto, B =    A    .  

 

5.  AA BBBB 2121    

                                                            ELD 

                                             Demostrar  AA BB 21   

                                     Traducción :    AA BfBf 21                 

                           (1)            21 BB                                         P 

                           (2)                          ABf 1                           P 

                           (3)                         1: BAf                    I 2, 4.9              

                           (4)                        2: BAf                       1,2      

                           (5)                          ABf 2                  I 4,4.9      

                       (6)    AA BfBf 21                            CP2,5               

                           (7)    AA BB 21                                    traducción 6     

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

 

Vamos a demostrar que AA BB 21  . 

(2)Sea ABf 1 . (3) Entonces 1: BAf   (4.9). (4)Debido a que 21 BB  (por 

hipótesis),  2: BAf  . (5)Es decir ABf 2 .(6)(7)Así que AA BB 21  . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que AA BB 21  . 

Sea ABf 1 .  Entonces 1: BAf   (4.9). Debido a que 21 BB  (por 

hipótesis),  2: BAf  . Es decir ABf 2  (4.9). Así que AA BB 21  . 

 

5. Siendo A = a, b, c encuentre PA y A2 .   

PA= ,a,b,c,a, b,a, c,b, c,a, b, c 
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A2  =  2:/ Aff      1,0,,: cbaf  

 

 

 
  A2   =  87654321 ,,,,,,, ffffffff  

 

7.   Siendo cada I

i
Ii

i BAXBA 


,                                                        

                                              

                                                           ELD 

                                           Demostrar 
I

i
Ii

BAX 


   

                                      Traducción : I

i
Ii

BfAXf 


    

                           (1)  BAi                                                         P 

                           (2)                     i
Ii
AXf


                                     P  

                           (3)              )(: ii
Ii

AfiIiAIf 


     I 2, 4.9        

                           (4)             )(: BfiIiBIf
Ii




           1, 3  

                           (5)                     BB
Ii




                                  P        

                       (6)                    BIf :                                   I 4,5           

                           (7)                      IBf                               I 6,4.9       

                       (8)    
I

i
Ii

BfAXf 


                                CP 2,7                     

                     (9)   I

i
Ii

BAX 


                                           Traducción 8           
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Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que I

i
Ii

BAX 


. 

(2)Sea i
Ii
AXf


 .(3)Entonces i

Ii

AIf


: con IiAfi i  (4) Debido a  

que BAi   por hipótesis, )(,: BfiIiBIf
Ii




 . (5)(6)(7)Como   

BB
Ii




  entonces BIf :  o sea  IBf  . (8)(9)Luego   I

i
Ii

BAX 


. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que I

i
Ii

BAX 


. 

 

Sea                                    i
Ii
AXf


  

Entonces                    i
Ii

AIf


:    con IiAfi i    (4.9) 

Ya que                           BAi         (hipótesis), 

entonces                       )(,: BfiIiBIf
Ii




  

 Como                               BB
Ii




 ,                           

                            .  

entonces                  BIf :  o sea  IBf   

                                  .  

Por lo tanto                   I

i
Ii

BAX 


 

                                               . 

 8. i
Ii

i
Ii

ii BXAXBAIi


 )(  

 

                                                         ELD 

                                           Demostrar i
Ii

i
Ii

BXAX


    

                                      Traducción : i
Ii

i
Ii

BXfAXf


     

                           (1) )( ii BAIi                                           P                                               

                           (2)                     i
Ii
AXf


                                     P  

                           (3)              )(: ii
Ii

AfiIiAIf 


     I 2, 4.9        

                           (4)             )(: ii
Ii

BfiIiBIf 


        1, 3  
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                           (5)                    i
Ii
BXf


                                   P        

                       (6)  i
Ii

i
Ii

BXfAXf


                                CP 2,5           

                         (7)   i
Ii

i
Ii

BXAX


                                        traducción 6        

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 
 

Demostremos que i
Ii

i
Ii

BXAX


 , teniendo como hipótesis IiBA ii  . 

(2)Sea i
Ii
AXf


 .(3)Entonces IiAficonAIf ii

Ii




: (4.8). 

(4)Como IiBA ii  (hipótesis),entonces IiBficonBIf ii
Ii




: . 

(5)Es decir i
Ii
BXf


 . (6)(7)Luego i

Ii
i

Ii
BXAX


 . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que i
Ii

i
Ii

BXAX


 . 

Sea i
Ii
AXf


 .Entonces IiAficonAIf ii

Ii




: (4.8). 

Como IiBA ii  , entonces IiBficonBIf ii
Ii




: . Es decir 

i
Ii
BXf


 . Luego i

Ii
i

Ii
BXAX


 . 

 

 10 . k
Ii

ki
Ii

AXpAX 





  .         

                                                        ELD 

                                          Demostrar k
Ii

k AXp 




  

                   Traducción : kIiiki
Ii

kIiik AapAXpap  




 )()()(     

          (1)  


i
Ii
AX                                                                               P                                               

          (2)  i
Ii

Iii AXa


  )(                                                           1, 1.6(ii)                                          

      (3)                       )()( i
Ii

kIiik AXpap




                                      P , 2      

          (4)                        kkIiik Aaap )(                                 I 3, 4.11 

       1 (5)   kIiiki
Ii

kIiik AapAXpap  




 )()()(                         CP 3,4                                                 
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     (6)                     kIiik Aap )(                                                        P    

          (7)                     )()( i
Ii

kkIiik AXpaap




                          I6, 4.11    

     2 (8)   kIiik Aap )(   )()( i
Ii

kIiik AXpap




                        CP 6,7      

          (9)   kIiiki
Ii

kIiik AapAXpap  




 )()()(                        LB 5,8     

      (10)   k
Ii

k AXp 




                                                            traducción 9           

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  k
Ii

k AXp 




. 

(1)(2)Como 


i
Ii
AX existe .)( i

Ii
Iii AXa


  (3) Sea )()( i

Ii
kIiik AXpap





  . 

 (4) Entonces kkIiik Aaap )( (4.11); (5)por lo tanto se cumple  la 

implicación 

                             kIiiki
Ii

kIiik AapAXpap  




 )()()(      ( I ). 

(6)Sea ahora kIiik Aap )( . (7) Entonces )()( i
Ii

kkIiik AXpaap




   (4.11),  

(8)cumpliéndose la implicación         

                        kIiik Aap )(   )()( i
Ii

kIiik AXpap




       ( II ) . 

 

(9)De ( I ) y ( II ) se tiene la equivalencia 

                         kIiiki
Ii

kIiik AapAXpap  




 )()()( . 

 (10)De donde resulta que  k
Ii

k AXp 




.                 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  k
Ii

k AXp 




. 

Como 


i
Ii
AX existe .)( i

Ii
Iii AXa


   Sea )()( i

Ii
kIiik AXpap





  .  

Entonces kkIiik Aaap )( (4.11); por lo tanto se cumple la implicación 
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                kIiiki
Ii

kIiik AapAXpap  




 )()()(      ( I ). 

Sea ahora kIiik Aap )(  . Entonces )()( i
Ii

kkIiik AXpaap




  (4.11), 

cumpliéndose la implicación          

              kIiik Aap )(   )()( i
Ii

kIiik AXpap




       ( II ) . 

De ( I ) y ( II ) se tiene la equivalencia 

                              kIiiki
Ii

kIiik AapAXpap  




 )()()( .  

De donde resulta que  k
Ii

k AXp 




.                      

11. Para cada ApXAAXA i
Ii

i
Ii




 ,  

                                             

                                                           ELD 

                                           Demostrar ApXA
i

Ii




    

                                      Traducción : ApXfAf
i

Ii




     

                           (1) i
Ii
AXA


                                                     P                                               

                           (2)                     Af                                        P  

                           (3)                    i
Ii
AXf


                                  1, 2        

                           (4)                    ii
AAp 



                               P 

                           (5)                   ApXf
i

Ii




                            I 3,4              

                       (6)   ApXfAf
i

Ii




                              CP 2,5           

                         (7)    ApXA
i

Ii




                                       traducción 6        

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que ApXA
i

Ii




 . 

(2) Sea Af  . (3)Como i
Ii
AXA


  entonces i

Ii
AXf


 . (4)(5)Como ii

AAp 


, 

ApXf
i

Ii




 . (6)(7)De donde ApXA

i
Ii




 . 
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Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que ApXA
i

Ii




 .   Sea Af  . Como i

Ii
AXA


 , 

 entonces i
Ii
AXf


 . Como ii

AAp 


,  entonces ApXf
i

Ii




 .    

De donde ApXA
i

Ii




 . 

12.  )( ii
Ii

i
Ii

i
Ii

BAXBXAX 


  

                                                ELD 

                      Demostrar )( ii
Ii

i
Ii

i
Ii

BAXBXAX 


  

              Traducción :  )( ii
Ii

i
Ii

i
Ii

BAXfBXAXf 


  

(1) )()( i
Ii

i
Ii

BIAI


  = ))()(( i
Ii

i
Ii

BAI


        ,/ AAi
Ii
 ,/ BBi

Ii
 2.8(i) 

    

i
Ii

i
Ii

i
Ii

i
Ii

BXfAXfBXAXf


               1.11(i) 

                  )(:)(: iii
Ii

ii
Ii

BfiBIfAfiiAIf 


   4.8                                                          

                  )()(:: iiiii
Ii

i
Ii

BfiAfiBIfAIf 


  

                   )(:: iiii
Ii

i
Ii

BAfiBIfAIf 


  

                   )()()( iiii
Ii

i
Ii

BAfiBIfAIf 


      3.3(i)              

                   )()()( iiii
Ii

i
Ii

BAfiBIAIf 


  

                   )())()(( iiii
Ii

i
Ii

BAfiBAIf 


                    (1)                      

                   )())(( iiiii
Ii

BAfiBAIf 


                       4.5 (i) 

                   )()(: iiiii
Ii

BAfiBAIf 


                            2.10    

                   )( ii
Ii

BAXf 


                                                                 4.8        

 

13. (i)  )(
),(

ji
xJIji

j
Jj

i
Ii

BAXBXAX 


 

                                                          

                                                    ELD 

                   Demostrar )(
),(

ji
xJIji

j
Jj

i
Ii

BAXBXAX 
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    Traducción :  j
Jj

i
Ii

BXAXf


 )(
),(

ji
JIji

BAXf 


 

 (1)                              j
Jj

i
Ii

BXAXf


                                          P 

    (2)                             j
Jj

i
Ii

BXfAXf


                                        1 

    (3)  )(:)(: jj
Jj

ii
Ii

BfjjBJfAfiiAIf 


      I. 2,4.8    

     (4) )()(:: jij
Jj

i
Ii

BfjjAfiiBIfAIf 


          3           

     (5) )()()()( jij
Jj

i
Ii

BfjjAfiiBJfAIf 


  I. 4,2.10  

     (6)  )()()()( jij
Jj

i
Ii

BfjjAfiiBJAIf 


            5                   

     (7)               )()()()( DBCADCBA                          2.9 

     (8) )()( j
Jj

i
Ii

BJAI


  = ))()(()( i
Ii

i
Ii

BAJI


   I/A,A i /B, J/C, B j /D 7   

     (9)                  ))()(()( j
Jj

i
Ii

BAJIf


                                 I 6,8 

    (10)              ))()( j
Jj

i
Ii

BA


  = )(
),(

ji
JIji

BA 


                              4.5(i) 

    (11)                  ))(()(
),(

ji
JIji

BAJIf 


                            I 9,10 

    (12)                  )()(:
),(

ji
JIji

BAJIf 


                            I 11,2.10 

    (13)                      )(
),(

ji
JIji

BAXf 


                                        I 12,4.8 

 1 (14)   j
Jj

i
Ii

BXAXf


  )(
),(

ji
JIji

BAXf 


                      CP 1,13  

 (15)                                  )(
),(

ji
JIji

BAXf 


                                 P          

   (16) )(),()(:
),(

jiji
JIji

BfjAfiJIjiBAJIf 


 I 15,4.8 

   (17) )()()(:
),(

jiji
JIji

BfjJjAfiIiBAJIf 


 16 

   (18)                            ))(()(
),(

ji
JIji

BAJIf 


               I 17, 3.3(i) 

   (19)                          ))()( j
Jj

i
Ii

BA


  = )(
),(

ji
JIji

BA 


                  4.5 (i) 

   (20)                             ))()(()( j
Jj

i
Ii

BAJIf


                     I 18,19     

   (21)                          )()()()( DBCADCBA                  2.9  

   (22) )()( j
Jj

i
Ii

BJAI


  = ))()(()( i
Ii

i
Ii

BAJI


  I/A, A i /B,J/C, B j /D   21  

   (23)                                 )()( j
Jj

i
Ii

BJAIf


                        I 21,22   
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   (24)                            )()( j
Jj

i
Ii

BJfAIf


                        23 

   (25)  )(:)(: jj
Jj

ii
Ii

BfjjBJfAfiiAIf 


      15,24 

   (26)                                   j
Jj

i
Ii

BXfAXf


                               I 25,4.8 

   (27)                                    j
Jj

i
Ii

BXAXf


                                       26    

   2 (28)   )(
),(

ji
JIji

BAXf 


  j
Jj

i
Ii

BXAXf


                      CP 15,27 

   (29)  j
Jj

i
Ii

BXAXf


 )(
),(

ji
JIji

BAXf 


                       LB 14,28    

  (30)  )(
),(

ji
xJIji

j
Jj

i
Ii

BAXBXAX 


                                   traducción 29        

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que )(
),(

ji
xJIji

j
Jj

i
Ii

BAXBXAX 


  

(1)Sea j
Jj

i
Ii

BXAXf


 .(2)Entonces j
Jj

i
Ii

BXfAXf


 (3)(4) o sea que 

)(:)(: jj
Jj

ii
Ii

BfjjBJfAfiiAIf 


  (4.8); (5)de donde 

 

 

)()()()( jij
Jj

i
Ii

BfjjAfiiBJfAIf 


 (6) y por lo tanto 

         

 )()()()( jij
Jj

i
Ii

BfjjAfiiBJAIf 


 .     (*) 

 

(7)Como )()()()( DBCADCBA   (2.9),  (8)especificando I/A,  

A i /B, J/C, B j /D  se obtiene  

 

        )()( j
Jj

i
Ii

BJAI


  = ))()(()( i
Ii

i
Ii

BAJI


  .        (**) 

 

 

(9)De (*) y (**) se tiene  ))()(()( j
Jj

i
Ii

BAJIf


  .  

(10) Como 

                             ))()( j
Jj

i
Ii

BA


  = )(
),(

ji
JIji

BA 


 (4.5(i)),  

entonces 
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                                               (11) ))(()(
),(

ji
JIji

BAJIf 


  

(12)y por lo tanto 

                                   )()(:
),(

ji
JIji

BAJIf 


 (2.10); 

 (13)es decir  

                                        )(
),(

ji
JIji

BAXf 


(4.8).  

(14)Luego             

                            j
Jj

i
Ii

BXAXf


  )(
),(

ji
JIji

BAXf 


.           ( I ) 

(15)Sea ahora )(
),(

ji
JIji

BAXf 


.  

(16)Entonces  )(),()(:
),(

jiji
JIji

BfjAfiJIjiBAJIf 


 (4.8). 

(17)De onde    )()()(:
),(

jiji
JIji

BfjJjAfiIiBAJIf 


 .  

(18)Es decir                   ))(()(
),(

ji
JIji

BAJIf 


 (3.3(i)). 

(19)Como                        ))()( j
Jj

i
Ii

BA


  = )(
),(

ji
JIji

BA 


 ,  

 

 entonces   (20)                        ))()(()( j
Jj

i
Ii

BAJIf


  . 

 

(21)Puesto que )()()()( DBCADCBA  (2.9), (22)especificando I/A,  

A i /B, J/C, B j / D  , se tiene  )()( j
Jj

i
Ii

BJAI


  = ))()(()( i
Ii

i
Ii

BAJI


   

(23) y por lo tanto )()( j
Jj

i
Ii

BJAIf


   (24)o sea )()( j
Jj

i
Ii

BJfAIf


   

(25) de donde )(:)(: jj
Jj

ii
Ii

BfjjBJfAfiiAIf 


  

(26) lo que significa que j
Jj

i
Ii

BXfAXf


  (27)o sea j
Jj

i
Ii

BXAXf


 . 

(28)Por lo tanto 

                              )(
),(

ji
JIji

BAXf 


   j
Jj

i
Ii

BXAXf


 .         ( II ) 

(29)De ( I ) y ( II ) se tiene la equivalencia j
Jj

i
Ii

BXAXf


 )(
),(

ji
JIji

BAXf 


 

(30) es decir  )(
),(

ji
xJIji

j
Jj

i
Ii

BAXBXAX 


. 
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 Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 
 

Vamos a demostrar que )(
),(

ji
xJIji

j
Jj

i
Ii

BAXBXAX 


.  

  

Sea                                

                                            j
Jj

i
Ii

BXAXf


 .  

Entonces                  

                                           j
Jj

i
Ii

BXfAXf


   

Es decir 

              )(:)(: jj
Jj

ii
Ii

BfjjBJfAfiiAIf 


  (4.8); 

 de donde  

                 )()()()( jij
Jj

i
Ii

BfjjAfiiBJfAIf 


  

 y por lo tanto 

 

                 )()()()( jij
Jj

i
Ii

BfjjAfiiBJAIf 


 .   (*) 

 

Como 

                            )()()()( DBCADCBA  (2.9), 

especificando I/A, BAi / , J/C, B j /D  se obtiene    

                   )()( j
Jj

i
Ii

BJAI


  = ))()(()( i
Ii

i
Ii

BAJI


  .      (**) 

 

De (*) y (**) se tiene          ))()(()( j
Jj

i
Ii

BAJIf


  . 

 Como  

                                   ))()( j
Jj

i
Ii

BA


  = )(
),(

ji
JIji

BA 


 (4.5(i)),  

entonces 

                                         ))(()(
),(

ji
JIji

BAJIf 


  

 y por lo tanto 

                                 )()(:
),(

ji
JIji

BAJIf 


 (2.10)  

es decir  

                                           )(
),(

ji
JIji

BAXf 


(4.8).  

Luego             
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                            j
Jj

i
Ii

BXAXf


  )(
),(

ji
JIji

BAXf 


.           ( I ) 

 

Sea ahora                                )(
),(

ji
JIji

BAXf 


.  

Entonces          

              )(),()(:
),(

jiji
JIji

BfjAfiJIjiBAJIf 


 (4.8). 

 De donde 

               )()()(:
),(

jiji
JIji

BfjJjAfiIiBAJIf 


 ,  

es decir, 

                          ))(()(
),(

ji
JIji

BAJIf 


       (3.3(i)).  

Como 

                      ))()( j
Jj

i
Ii

BA


  = )(
),(

ji
JIji

BA 


       (4.5i), 

 entonces  

                           ))()(()( j
Jj

i
Ii

BAJIf


  . 

Puesto que 

                     )()()()( DBCADCBA      (2.9),  

especificando I/A, A i /B, J/C, B j / D  , 

               )()( j
Jj

i
Ii

BJAI


  = ))()(()( i
Ii

i
Ii

BAJI


    

y por lo tanto            )()( j
Jj

i
Ii

BJAIf


    

o sea 

                                 )()( j
Jj

i
Ii

BJfAIf


   

de donde 

                )(:)(: jj
Jj

ii
Ii

BfjjBJfAfiiAIf 


 ,  

es decir 

                      j
Jj

i
Ii

BXfAXf


   sea j
Jj

i
Ii

BXAXf


 . 

 

Por lo tanto 

                          )(
),(

ji
JIji

BAXf 


   j
Jj

i
Ii

BXAXf


 .         ( II ) 

 

De ( I ) y ( II ) se tiene la equivalencia j
Jj

i
Ii

BXAXf


 )(
),(

ji
JIji

BAXf 
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o sea )(
),(

ji
xJIji

j
Jj

i
Ii

BAXBXAX 


. 

 

13.(ii)  )(
),(

ji
xJIji

j
Jj

i
Ii

BAXBXAX 


 

 

                                                      ELD 

                       Demostrar )(
),(

ji
xJIji

j
Jj

i
Ii

BAXBXAX 


 

        Traducción :  j
Jj

i
Ii

BXAXf


 )(
),(

ji
JIji

BAXf 


 

 

 (1)                                  j
Jj

i
Ii

BXAXf


                                                   P 

     (2)                                j
Jj

i
Ii

BXfAXf


                                                  1 

     (3)   )(:)(: jj
Jj

ii
Ii

BfjjBJfAfiiAIf 


             I 2,4.8    

  (4)                         )()( j
Jj

i
Ii

BJfAIf


                                       3 

  (5)                           ))()(( j
Jj

i
Ii

BJAIf


                                         4 

  (6)                    )()()()( DBCADCBA       Ejercico 2.2 (7(ii))              

   (7) )()( j
Jj

i
Ii

BJAI


   ))()(()( i
Ii

i
Ii

BAJI


   I/A , A i /B, J/C, B j /D   6 

         (8)                          ))()(()( j
Jj

i
Ii

BAJIf


                                    5,7 

         (9)                       ))()( j
Jj

i
Ii

BA


  = )(
),(

ji
JIji

BA 


                                    P                                                    

      (10)                         ))(()(
),(

ji
JIji

BAJIf 


                                I 8,9 

      (11)                          )()(:
),(

ji
JIji

BAJIf 


                                    10 

(12)                                )(
),(

ji
JIji

BAXf 


                                       I 12,4.8 

   1 (13)    j
Jj

i
Ii

BXAXf


  )(
),(

ji
JIji

BAXf 


                              CP 1,12  

     (14)                          )(
),(

ji
JIji

BAXf 


                                                       P 

         (15)                                 no se pudo …. 

 

 14.     (i)    ABB )( 21

AA BB 21   
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                                                            ELD 

                                  Demostrar  ABB )( 21

AA BB 21   

                        Traducción :    ABBf )( 21

AA BBf 21   

              

             (1)                           ABBf )( 21                                        P                                                                                              

              (2)                           21: BBAf                                    I 1,4.9 

              (3)                             121 BBB                                            P        

              (4)                               1: BAf                                             2,3 

              (5)                              221 BBB                                           P      

            (6)                               2: BAf                                             2,5    

              (7)                                 
A

Bf 1                                             I 4,4.9           

              (8)                                
A

Bf 2                                             I 6,4.9 

              (9)                        
A

Bf 1   
A

Bf 2                                    A 7,8     

             (10)                         
AA

BBf 21                                   traducción 9     

          1 (11)  ABBf )( 21   AA BBf 21                                CP 1,10    

         (12)                          
AA

BBf 21                                            P 

             (13)                      
A

Bf 1   
A

Bf 2                                      12 

             (14)                   1: BAf    2: BAf                            I 13,4.9 

             (15)                    1BAf    2BAf                          I 14,3.3(i) 

             (16)                   1BAf  2BA                                        15 

            (17)                  1BA 2BA = )( 21 BBA                       2.8(i) 

            (18)                       f  )( 21 BBA                                      I 16,17    

            (19)                       21: BBAf                                      I 18,3.3(i)  

            (20)                       ABBf )( 21                                        I 19,4.9    

        2 (21)   
AA

BBf 21    ABBf )( 21                             CP 12,20         

            (22)    ABBf )( 21

AA BBf 21                                LB 11,21        

         (23)   ABB )( 21

AA BB 21                                            traducción 22                       
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Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  ABB )( 21

AA BB 21  . 

 

(1)Sea ABBf )( 21  .(2) Entonces 21: BBAf  (4.9). (3)Debido a que 

121 BBB  , (4) 1: BAf  . (5)(6) Como también 221 BBB  , 

2: BAf  . (7) (8)(9)Por lo tanto tenemos  que 
A

Bf 1   y 
A

Bf 2 , (10)es 

decir, 
AA

BBf 21  , (11)demostrándose la implicación 

 

                         ABBf )( 21   AA BBf 21   .    (*) 

 
 

(12)Sea ahora
AA

BBf 21  .(13)Entonces
A

Bf 1   
A

Bf 2 , 

 (14) 1: BAf   2: BAf  , (15) 1BAf    2BAf   (16)y   

1BAf  2BA .(17)(18)Como 1BA 2BA = )( 21 BBA  (2.8(i)), entonces 

 f  )( 21 BBA  (19)o sea 21: BBAf   (20)y por lo tanto ABBf )( 21  , 

(21)demostrándose la implicación 

 

                       
AA

BBf 21    ABBf )( 21  .       (**) 

 

(22)De (*) y (**) se tiene la equivalencia   ABBf )( 21

AA BBf 21   

(23)o sea  ABB )( 21

AA BB 21  , que era lo que querìamos demostrar. 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  ABB )( 21

AA BB 21  .  

Sea                                           
ABBf )( 21  .  

Entonces                                  21: BBAf           (4.9).  

Debido a que                             121 BBB  ,  

entonces                                       1: BAf  .   

Como también                            221 BBB  ,  
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entonces                                      2: BAf  .  

Por lo tanto tenemos  que       
A

Bf 1   y 
A

Bf 2        (4.9),      

es decir,                                       
AA

BBf 21  ,  

demostrándose la implicación 

                                      ABBf )( 21   AA BBf 21   .     (*) 
 

Sea ahora                                    
AA

BBf 21  .  

entonces                                  
A

Bf 1   
A

Bf 2 . 

Es decir                              1: BAf   2: BAf         (4.9);  

de donde                            1BAf    2BAf        (3.3(i))                            

 y                                             1BAf  2BA .  

Como                             1BA 2BA = )( 21 BBA    (2.8(i)),  

entonces                                      f  )( 21 BBA   

o sea                                           21: BBAf              (3.3(i)) 

 y por lo tanto                             ABBf )( 21              (4.9), 

demostrándose la implicación 

                                     
AA

BBf 21    ABBf )( 21  .       (**) 

 

De (*) y (**) se tiene la equivalencia  

                                      ABBf )( 21

AA BBf 21     

o sea  ABB )( 21

AA BB 21  , que era lo que queríamos demostrar. 

14.  (ii)  AAA BBBB )( 2121   

                                                           ELD 

                                  Demostrar AAA BBBB )( 2121   

                          Traducción :  AAA BBfBBf )( 2121    

            (1)                         AA BBf 21                                               P                                                                                              

            (2)                         AA BfBf 21                                        1 

            (3)                                     ABf 1                                           P       

            (4)                                     1: BAf                                  I 3,4.9 

            (5)                                  211 BBB                                     P  

            (6)                                 21: BBAf                               4,5      



             Familias 
 

UNIVERSIDAD DE LA AMAZONIA                                FLORENCIA CAQUETÁ COLOMBIA                                                   

327 

          (7)                                    ABBf )( 21                           I 5,4.9                                           

            (8)                        
A

Bf 1   ABBf )( 21                  CP 3,6                                         

            (9)                                    
A

Bf 2                                           P           

           (10)                                    2: BAf                                   I 8,4.9                         

           (11)                                  21: BBAf                               9 

           (12)                                    ABBf )( 21                          I 10,4.9     

           (13)                        
A

Bf 2   ABBf )( 21                 CP 8,10  

           (14)                      ABBf )( 21   ABBf )( 21       DS 2,7,12                

           (15)                      ABBf )( 21                                           DP 13    

           (16)  AAA BBfBBf )( 2121                                  CP 1,14                                 

        (17)   AAA BBBB )( 2121                                            traducción 15             

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que   AAA BBBB )( 2121  .  
 

(1)Sea AA BBf 21  . (2)Es decir AA BfoBf 21  . (3) (4)Si ,1

ABf  entonces 

1: BAf  . (5)(6) Como 211 BBB  , entonces 21: BBAf   (7)(8) y esto  

quiere decir que ABBf )( 21  (4.9). (9)(10)Si 
A

Bf 2 , 2: BAf   y  

 (11) 21: BBAf  (12) (13) (14) o sea ABBf )( 21  . (15)Entonces cualquier 

alternativa que se tome ya sea AA BfoBf 21   siempre se tendrá que 

ABBf )( 21  . (16)(17)Así que AAA BBBB )( 2121  . 

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que   AAA BBBB )( 2121  . 

Sea                                       AA BBf 21     

Es decir                                AA BfoBf 21  .  

Si                               ,1

ABf  entonces 1: BAf   .         (4.9)                                                                                                                

Como                                     211 BBB  , 
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entonces                             21: BBAf  . 

Esto quiere decir que           ABBf )( 21                       (4.9).                                      

Si                                                 
A

Bf 2 , 

 Entonces                      2: BAf    y  21: BBAf       (4.9) 

 o sea                                         ABBf )( 21  .                 (4.9) 

Entonces cualquier alternativa que se tome, ya sea AA BfoBf 21  , siempre 

se tendrá que ABBf )( 21  . Así que AAA BBBB )( 2121  . 

  14.(iii) AAA BBBB 2121 )(   

 

                                                      ELD 

                              Demostrar AAA BBBB 2121 )(   

                      Traducción :  AAA BBfBBf 2121 )(   

               (1)                               ABBf )( 21                                  P                                                                                                                 

               (2)                               21: BBAf                             I 1,4.9 

               (3)                              )( 21 BBAf                           I 2,3.3(i)                           

               (4)                        )( 21 BBA  = )()( 21 BABA         2.8(i)                               

               (5)                             f  )()( 21 BABA                       I 3,4                                        

             (6)                            f  )()( 21
 BABA                        5                                                                       

               (7)                         )()( 21
 BAfBAf                  6    

               (8)                         )()( 21 BAfBAf                    7                                             

               (9)                        1: BAf      ( 2: BAf  )         I 8,3.3(i)                                               

              (10)                                
A

Bf 1   
A

Bf 2                        I 9,4.9              

              (11)                                   AA
BBf 21                            I 10,4.9     

               (12)     AAA BBfBBf 2121 )(                           CP 1,11                                    

             (13)      AAA BBBB 2121 )(                                   traducción 12                                 
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Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  AAA BBBB 2121 )(  . 

(1) Sea ABBf )( 21   . (2)  Esto significa que  21: BBAf  (4.9); (3)o sea  

)( 21 BBAf  (3.3(i)). (4) Ahora )( 21 BBA  = )()( 21 BABA  (2.8i).  

Así que (5) f  )()( 21 BABA  ,(6) (7)(8)lo que implica que )( 1BAf   y 

)( 2BAf   (9) o sea  que  1: BAf   pero  no que  2: BAf  ; (10)es 

decir que  
A

Bf 1   
A

Bf 2  . (11)De donde AA
BBf 21  . (12)(13)  y por lo 

tanto AAA BBBB 2121 )(                  

 

Demostración en lenguaje formal sin la ayuda del ELD 

Vamos a demostrar que  AAA BBBB 2121 )(  . 

 Sea                                        ABBf )( 21   .  

 Entonces                         21: BBAf    (4.9);  

o sea                               )( 21 BBAf   (3.3(i)).  

 Ahora                   )( 21 BBA  = )()( 21 BABA    (2.8i).  

Así que                                f  )()( 21 BABA  ,    

lo que   implica   que      )( 1BAf    y )( 2BAf    

o sea  que                   1: BAf   pero  no que  2: BAf  ;  

es decir que                        
A

Bf 1   
A

Bf 2  .  

De donde                                   AA
BBf 21  .  

y por lo tanto                       AAA BBBB 2121 )(                  

 

15.  Encuentre una biyección CBA     y  CB AA    sabiendo que CB . 

        CBA      =  ACBff :/          

      CB AA   =   ABgg :/      AChh :/                     

                      =   AChABghg  ::/),(                                                   
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Definimos  g =  f | B   y   h = f | C . 

 

Entonces tenemos la biyección : 

      

  T : CBA    CB AA   

       f      ( f | B , f | C ) 

 
El lector puede probar que esta función es una biyección. 

 

16 BABA AB   

                                                     ELD 

                                         Demostrar    A = B 

                                                     Por RAA 

                           (1)   
AB BA                                          P                                                                                                                                       

                           (2)                   BA                              P 

                           (3)                  AB BA                           2              

                           (4)          AB BA  
AB BA             A1,3                                         

                         (5)   A = B                                         RAA 2,4 

 

Demostración en lenguaje formal con la ayuda del ELD 

 

Vamos a demostrar que   A = B,  si AB BA  . 

(2)Supongamos lo contrario, o sea BA  . (3)Entonces  AB BA  ; (4)pero esto 

contradice la hipótesis de que  AB BA   . (5)Luego A = B .         

                                             

 
 

                                                                          

  


